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Über die Kennzeichen, welche die Lage eines Punktes 
inbezug auf ein Tetraeder unter Zugrundelegung all- 
gemeiner projektiver Koordinaten entscheiden. 


Von Herrn $5. @undelfinger in Darmstadt. 





Für baryzentrische Koordinaten hat zum ersten Male Möbius in 
seinem baryzentrischen Calcul (1827) $ 28—34 solche Kennzeichen gegeben. 
Dieselben sind jedoch bei Beweisführungen etwas umständlich, da in sie 
nicht die Verhältnisse der Koordinaten eingehen und infolgedessen stets 
die absoluten Werte der Koordinaten in Rücksicht gezogen werden müssen. 

Für das analoge Problem in der Ebene reicht es für die meisten 
Fälle aus, nur die beiden Lagen zu unterscheiden, wo ein Punkt entweder 
im Innern (resp. in den Scheitelwinkeln des Koordinatendreiecks) oder in 
einem der drei übrigen, je an eine Seite des Dreiecks angrenzenden Felder 
liegt. In meinen Vorlesungen über Kegelschnitte, hgg. von F. Dingeldey 
(1895)*) habe ich diese beiden Fälle als ‚„trigonale“ und ‚tetragonale“ 
Lage (a. a. OÖ. S. 2 und 241—242) unterschieden und einfache Kriterien 
hierfür aufgestellt. 

Im folgenden sollen zunächst unter Zugrundelegung baryzentrischer 
Koordinaten analoge, auch die besonderen Lagen umfassende Kennzeichen 
gegeben werden**). Aus ihnen ergeben sich (wie in den „Vorl.“ 8. 242) 
die Kriterien in allgemeinen projektiven Koordinaten von selbst. Hieran 
schließen sich einige Anwendungen der gegebenen Methoden auf die Kreis- 
und Kugelgeometrie. 





*, Im folgenden als „Vorl.“ zitiert. 
**) Für Kurven- und Flächendiskussionen, sowie Anwendungen in der Zahlen- 
theorie sind diese Kennzeichen unentbehrlich. 
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A. Fundamentallemma. 


Es seien, bezogen auf ein beliebiges rechtwinkliges oder schiefwink- 
liges Koordinatensystem x2,y,2 mit dem Koordinatenfang E (dem später 
einzuführenden ‚Einheitspunkt“ E) «a’,b’,c’ und a”,b”,c” die Koordinaten 
irgendzweier Punkte A’ und A”. In Plückerschen Ebenenkoordinaten 
u,v,w ist alsdann die Gleichung irgendeines Punktes A(a,b,c) auf der 
Verbindungslinie von A’ mit A” durch passende Bestimmung des Verhält- 


’ 


nisses 2 dargestellt durch 


(1.) WA’ +’ A"=0, 
worin: 
(1.) A=zau+bv+cw+l, AM’=za”u+b’v+c’w+l. 
Setzt man in der Identität 


(1b) 24+"A’=(f +’) + +ew+1)=(x +”) A 


für u,v,w die Koordinaten einer Ebene ein, welche durch A”=0 (resp. 
A’=0) geht und normal zur Verbindungslinie A’A” ist, so ergibt sich 





nach vorheriger Division mit +Vu®+v:+w**) 


w AA" Pi AA4 





(2.) uf un AA"? .' + x" m. A’A’ 
also wie bekannt: 
%“ AA 
(2*.) PA > ih 


In diesen Gleichungen sind auch die Richtungen der vorkommen- 
den Strecken berücksichtigt, sodaß z. B. 


*) vgl. Hesse, Vorlesungen über analyt. Geometrie des Raumes. (5. Vorles. 
Satz 8.) 

















+‘) 
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A”’4’ — -— 4’4" 


und nach (22.) für 7 >0 der Punkt A zwischen A’ und 4” und für 


iR der Punkt A außerhalb der Strecke A’ A’ liegt*).. In beiden 
Fällen liegt der Punkt A näher an A’, wenn 


Lea, 
I®% | 
d. h. wenn 
Ps ZEN 
u N 
- +X% nr 


Man hat daher das Fundamentallemma : 
Unter Anwendung der Bezeichnungen (1.) und (1%) liegt der Punkt 


CA HA" =O 
näher an A’ oder A”, je nachdem 


’ 2 


% % 
gg’ ER gg‘ n 





m >0 oder <O ist. 


Im kommenden wird 


’ 2 


[4 44 
= re Sue ——— =ıh 


gesetzt werden; der Punkt A liegt zwischen A’ und A” für 5 >0, 


außerhalb für 2 <0. 
Anmerkung. Wenn #’+z”=0, so stellt # A’+x»”A”’=0 nach (2%.) 


den unendlich fernen Punkt auf A’A’” dar. 


*) vgl. Möbius, Ges. Werke I, S. 44. 
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B. Kriterien für ein Fundamentaldreieck in baryzentrischen Koordinaten. 
Sind 
(4.) A,=zau+bv+cw+1l=0 ((=1,2,3) 


die Plückerschen Punktgleichungen der drei Fundamentalpunkte I, II, III 
mit den Seiten Ss}, $2, S;, So stellt bei passender Bestimmung der Verhält- 
nisse #,:%9:%3 


| x,4,+2,.4, +, ,=(41+%+%)4=0, 


(5.) | 
| A=zau+bv+cw+l 


jeden Punkt A in der Ebene des Dreiecks dar. (Man vgl. z. B. Hesse 
a.a. 0. 5. Vorl. Sätze 13—16.) Nennt man Äh,,h,,h, die drei Höhen des 
Dreiecks, g,, 93, 93 die Abstände des Punktes A von den drei Seiten s,, s2, $;*), 
so bestehen die drei Gleichungen: 











(6.) % up) u %z Q3 
u +%+% 5 %t%+% Hr %t%t+% dr’ 


oder für 


2 m ((=1,2,3) 





hi £ı ’ ho 3 Az 2 ui 
hı h; h; 
(6%.) 
ıutkh+b=]1 





Beweis: Substituiert man in der Identität (5.) für u,v,w die Koor- 
dinaten der Ebene, welche A,=0 und A,=0 befriedigt und für welche 
gleichzeitig die Höhe h, Normale ist, so erhält man (wie früher nach Divi- 


*), Sämtliche h; und 9 sind positiv oder negativ, je nachdem einer der drei 
Scheitel oder A mit dem Koordinatenanfang E auf derselben Seite einer zugehörigen 
Geraden s; liegt oder nicht. 

*) Für den Schwerpunkt A, +4; +4; =0, d.h. für x, =%=x, entsteht 
aus (6°.) der bekannte Satz 


ı=!4h, Q%=14h,, Qg=14h,. 
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sion mit Yu?+ v?+ w?) die erste Gleichung in (6.), und durch zyklische Weiter- 
schiebung die beiden übrigen. Die drei Koeffizienten #, sind also [wie 
man auf vielerlei Arten beweisen kann] drei Zahlen, die sich wie die 
baryzentrischen Koordinaten des Punktes A verhalten. Da wegen (6%.) 
die drei A, nicht alle negativ sein können, so sind im ganzen nur sieben 
Kombinationen der Vorzeichen möglich, analog den sieben Feldern, in 
welche die ganze Ebene durch die Seiten des Fundamentaldreiecks geteilt 
wird. Die im nachstehenden angegebenen Kriterien folgen geometrisch 
unmittelbar aus meinen „Vorl.“ S. 241. 
R Ki ı 
eg APR 
I. P=1,4,4,>0. 
1. Sämtliche A, positiv: Innenlage. 
2. Nur ein 4, positiv 
a) A,<0, A; <0: trigonale Lage bei 1. 
b) 1,<0, 4, <0: R .: 5 0 
6) 4, <0, 4,<0: u .- 5 "mE 


I. P=4, 4,4, <0. 


a) A,<-0, tetragonal an der Seite II-III (außen) gelegen. 
b) 1, <0, ) „ „ „ III-I „ „ 
c) ls, <o0, ’ „ „ „ I-II >) „ 


Analytisch (im Anschluß an die vorstehenden Betrachtungen) ergeben 
sich die hier gegebenen Kriterien folgendermaßen. 

(I1.) Sind sämtliche A, positiv, so ist der Punkt A im Innern des 
Dreiecks gelegen (‚‚Innenlage‘‘), weil sich in ıhm die Träger der drei Punkte- 
paare schneiden: 


A,=0, 1,A,+1,4,=0; 4,=0, 1,4; +1,44, =0; 4,;=0, 1,Aı +4,4,=0 
(vgl. Fundamentallemma in A.). 


(124,) Setzt man 
1,4, +4,A (ll, +4 4,) ANA”, 
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so liegt der Punkt 4”=0 wegen auf s, zwischen A,=0 und 
3 


A,=0; nach dem Lemma in A. befindet sich mit Rücksicht auf 4,>0 
der Punkt A d.h. 


1, Aı +(d,+4,) A’ =0 


näher an A,, also trigonal an der Ecke I. 
Analog ergeben sich die sämtlichen übrigen Fälle. 


C. Kennzeichen für ein Fundamentaltetraeder. 
Sind 
(7.) A,=zau+bv+ecw+1=0, (i=1,2,3,4) 


die Gleichungen der 4 Ecken des Koordinatentetraeders (I,II,III,IV) mit 
den Seitenebenen E,, E,, E,, E,, so stellt 


(8) (4.A4ı +4; +4; +4 A,)E(Hı +% +%+%)lau+bv+cew+]1) 
= (4, +2 +%+2)4=0 


jeden Punkt A ım Raume dar, wenn man die Verhältnisse #,:2,:%;:%, 
passend bestimmt. Es seien h, die Höhen des Tetraeders und 9; die Ab- 
stände des Punktes A=0 in (8.) von den 4 Seitenebenen E, (?=1,2,3,4), 
positiv oder negativ genommen, je nachdem einer der 5 Punkte I, II, III, 
IV, A mit dem Koordinatenanfang E auf derselben Seite einer zugehörigen 
Ebene E, liegt oder nicht. Alsdann ist, 


%+%+%+2%, = 2;%, gesetzt, 


9.) ı_G RR _ 6 SR _ 6 M_U, 
S%; h, e 2x; h; e x; h; ; S%; h; j 





wie man sofort sieht, wenn man die Identität (8.) mit + Yu®+v2+w® 
dividiert und die Koordinaten u, v, w sukzessive je drei der Gleichungen 
A,=0 befriedigen läßt.*) Setzt man 


*) Sind m; (i=1,2,3,4) die Abstände einer beliebigen Ebene von den Ecken 


EEE N Ts, 18 





TERN = 





DE nn SE een 
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10. AI —_u,. -—Uu. Fi... —— mi: 
| ) x; da 5x; Si; ge P3F a 
(108.) ut+ut+u+u>1, 


so können mit Rücksicht auf (108) die «, @=1,2,3,4) nicht alle negativ 
sein, so daß von den 16 Vorzeichenkombinationen der wu, nur 15 möglich sind. 
Analog den Entwicklungen in B. unterscheiden wir die beiden Hauptfälle 


I. O=m tits > 0 und II. Q9=0. 


I. Für Q>0 sind entweder sämtliche u, oder nur zwei der ur, 
positiv und die beiden übrigen negativ, im ganzen also 7 Fälle vorhanden. 

II. Ist dagegen Q <0, so sind 8 Lagen des Punktes A möglich, 
je nachdem eines der vier «, positiv oder negativ ist. 

Sind im Falle I. (9>>0) sämtliche «u, positiv, so kann der Punkt A 
nur im Innern des Tetraeders liegen, da er auf den Trägern der wer Punkte- 
paare liegt: 


(11.) 4,=0, (110) 00 Asaı + Mira ÄAsıa Fir Asa, = 0 
v=1,2,3,4; @+1,?+2,:?+3 kleinste positive Reste modulo 4, 


und da nach B. der Punkt (11?) innerhalb des durch die drei Punkte 
(12.) Ass; =0, A, =, A; 3, =V 


gebildeten Dreiecks liegt. 


Haben dagegen nur zwei der w, gleiches Vorzeichen, etwa u, 


l 


und 4,, sowie u, und w,, So setze man 


as.) u,4dı +mA, (u, +u,) A’ =uW A’, 
n + Alte) A7ai”A”, 


also 
(132.) ud; + 4A, + u;4; + m, A,=44’ + Eis 


dann liegen nach dem Lemma in A. im Hinblick auf 





I, I, IH, IV und g der Abstand des Punktes A von dieser Ebene, so folgt aus (8.): 
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Yı Us 
_— 0, — 0 
Us ne Us > 


die Punkte A’=0 und A”=0 auf den begrenzten Strecken I-II und 
III-IV, der Punkt A=0 jedoch nach (132) und nach A. außerhalb der 
Strecke A’A”, näher an A’ oder A”, je nachdem #°— 2” > oder <O, 
d. h. je nachdem die beiden Größen u,, u, oder u;,, u, positiv sind. 
Man kann diese beiden Lagen des Punktes A als Keilformlage an der 
Kante I-II*) oder an der Kante III-IV bezeichnen. 

Ist dagegen u,usus3u,<£0 und ein bestimmtes u, von anderem Vor- 
zeichen als die drei übrigen, so liegt, 


ie ET  . [24 
4.14: 41 +, 4gdiyre +3,44; 3 (u;;1 + Wie +u,,;) A =A,"A 


gesetzt, der Punkt A=0, d.h. «,4,+4”4A”=0 auf der Geraden A,A”, 
aber außerhalb der Punkte A,=0 A”=0 und zwar nach A. näher an A, 
oder an A”, je nachdem u, positiv oder negativ ist. 

Man wird diese beiden Lagen passend als Dreikantlage an der 
Ecke A, oder als Sechskantlage an der Außenseite der Ebene EZ, be- 
zeichnen. Das folgende Schema faßt die bisherigen Ergebnisse zusammen: 


“ A _ 
tet +, MM 





(i=1,2,3,4) 


Jzuustsu; WE 


I. Q>0: Innen- oder Kedformlage. 


1. Sämtliche U,Us, Us, 4, positiv: Innerhalb des Tetraeders, 
2. Nur zwei der vier w, positiv: Kedformlage. 


ja) u, >0, us>0: Keiformlage an der Kante I-II 


Ib) u3>0, u>0: 2 a „  III-IV 
(€) u, >0, u,>0: on o „ TI 
Id) u, >0, m>0: .  ; 
fe) u,>0, u,>0: aA ui © „ "EV 
i) u>0, 1>0: . A | 





*, Der Punkt A liegt im Scheitelraum des inneren Flächenwinkels der Ebenen 
E, und E,, begrenzt von den Ebenen #, und E;. 

















u N A er re 
wg Er 
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II. Q<-0: Dreikant- oder Sechskantlage. 


1. ,>0: (t=1,2,3,4): Dreikantlage an der Ecke A, =0. 


2. u<£0: Sechskantlage an der Außenseite der Ebene E, des 
Tetraeders. 


D. Will man statt der baryzentrischen Koordinaten allgemeine 
projektive Koordinaten (unter Anwendung eines beliebigen Einheits- 
punktes mit den positiven Abständen e,, e,e,,e, von den Seiten- 
ebenen E,;, des Fundamentaltetraeders) durch die laufende Proportion 


einführen: 
(14.) iin =i,:, 
so wird 
Qı: 92: 93° Ja = 1 FT: @gXa: ey lg: e,T, 
oder 


Iı . %&. 4. da__CıFı , a 


wii 


102 
nm 


„CaXz , Cd 


7 


und 


u 


l: 
Mit Rücksicht auf 


9ı | 92 , 93 | 94 _ 
a 


kann man daher den Satz aussprechen: 


Die Kriterien für baryzentrische "Koordinaten am Schlusse von (. 
gehen in solche für allgemeine projektive Koordinaten (14.) über, wenn 
man die 


(15.) 9 u a ce 
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bezw. ersetzt durch 


4 


(153, ) PıXı Pa2%z Ps%3 Pa%a 





worin 


pP: = 2 Z9,%, =Pıkıt PaXe+ P3X%3+ Pıtı- 


E. Bemerkungen über die analytisch-geometrische Kugellehre. 


Die am Schlusse von C. gegebenen Kriterien konnten ohne weiteres 
aus dem Umstande abgeleitet werden, daß ein Punkt, der aus dem Innern 
des Tetraeders auf dem kürzesten Wege in eine Keilform- oder Dreikantlage 
(resp. Sechskantlage) gelangen soll, 2 oder 3 (resp. 1) Seitenebenen durch- 
setzen muß. Der in B. und C. gegebene Beweis wurde gewählt, um wichtige 
Anwendungen in der Kreis- und Kugellehre vorzubereiten. Hier sollen nur 
wenige Andeutungen gegeben werden. 

Sind, bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem: 


(16.) kZ(2—- a) + (y—b)+(2—- ce)” —r =0, (=1,2,3,4) 
die Gleichungen von irgend vier Kugeln im Raume, so stellt 
(16%.) zıkı + k.+%k, + 2%, k,= 0 


ein dreifach unendliches lineares Kugelsystem dar*). Für ein bestimmtes 
Wertsystem #,:%,:%,:%, stellt unter Anwendung der Bezeichnung (in 4) 


die Gleichung: 
(17.) 2,4ı+2,42+ 2% A; +24, =0 


analytisch den Mittelpunkt der zugehörigen Kugel (in 16%.) dar. Es sind also 
#1:%2:%3:%, die baryzentrischen Koordinaten dieses Mittelpunktes, bezogen 
auf das Fundamentaltetraeder 





*, Nach der Bezeichnung des Herrn Reye: „Kugelgebüsch“. 
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A,=0,4,=0, 4,=0, A,=0*). 
Für zwei ın allgemeiner Form gegebene Kugeln K und L: 


K=ko (2?+ y?+ 2?) +2K0%+2Kkı, y+ 2k,; +khz;=0, 
(18.) 
L=1Io (2?2+y?+ 22) + 2los + 2lıs Y+ 21,2 +1, =0 


ist der Kosinus ihres Schnittwinkels (cos (K,L)) gegeben durch 


koo I2a + ka [oo za 2 koz log — ka li — 2 hiya la m 
2/( Kooo kg — kaa ki; — k3;) (loo la; —lis —lis—135;) 


d \ 


(19.) cos(K,L) = 


(Kl) 
V(K,K) V(L,L)” 





welche Gleichung auch noch Geltung hat, wenn ka oder lg, verschwinden, 
wenn also X oder ZL in 2 Ebenen ausartet, von denen die eine mit der 
unendlichen fernen Ebene zusammenfällt. 


Da der Radius R der Kugel X bestimmt ist durch: 
(20.) koR?’= (ki; + kis + ka; —kooks;) -—: (K,K), 


so reduziert sich für (K,K)=0 (ko<0) die Kugel K=0 auf eine soge- 
nannte Nullkugel oder ‚zirkularen Kegel‘, in Übereinstimmung mit der 
Gleichung 


(203. ) 22 +(ko kıı k;: kz3) = kon’ kon (K,K)**). 





*) Auch wenn ein oder zwei (resp. drei) Zentren der vier gegebenen Kugeln 
ins Unendliche rücken, läßt sich durch passende Einführung von Einheitspunkten die 
hier gegebene Theorie durchführen. 

*) Die Kugel X=0 ist also reell, wenn (K,K)<-0 oder auch wenn 
5 + (koo kıı kag ka;) < O0, imaginär, wenn (Ä, K)0. 

928 
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Die Koordinaten &,n7,5 des Zentrums dieses zirkularen Kegels sind 
wie ım Falle der allgemeinen Kugel: 


(21.) S=— (ko; : koo); Aa — (kjs: koo) [= — (ka: koo)- 


Nach (18.) schneiden sich zwei Kugeln X=0, L=0 orthogonal, 
wenn (K,L)=0; speziell liegt auf der Kugel Z=0 das Zentrum &,n,{ 
von K=0, wenn K in einen zirkularen Kegel ausartet, wenn also außer 
(K,L)=0 auch (K,K)=0. 

In Anwendung auf den Fall 


(22.) Kz=i,k, +%%Kk,+2%,k, +x,k,=0 
ergibt sich für (X,K)=0 das Theorem: 
(23.) Die Gleichung 
7 (k,,kı) +2%,%(kı,k,) +++ +zilk,,k,) =0 


stellt in baryzentrischen Koordinaten x, (bezogen auf das Fundamentaltetraeder 
der vier Zentra A,=0) die Orthogonalkugel der 4 Kugeln 


(238.) k=0,k,=0,k,=0,k,=0 


oder jeder Kugel des Systems (16.) dar.*) 





*) Sind «dk, +x®k,+x®k,+x®%k,=0, (i=1,2,3,4) irgend 4 Nullkugeln 
im Gebüsch (22.) mit der Beschränkung, daß ihre vier Zentra ein Tetraeder bilden, 
so wird für die Kugel L=0, welche durch diese vier Zentra geht: 


“D(k,,L)+xP(k,,L)+#D(k,Z)+#P(k,L)=0, 61280 


also wegen I + (x! #32, x})>0: 


(k,,Z)=0, (k,,L)=0, (ka, L)=0, (ka, L)=0. 
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Analog den von mir in Hesse, Analyt. Geom. der Ebene, 4. Aufl. 
1906 S. 246—251 gegebenen Entwicklungen*) findet man die Sätze: 
Alle Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln X,=0,K,=0 unter gleichen 







oder supplementären Winkeln schneiden, werden von den sogenannten 
Potenzkugeln: 










(24.) K,0—KR;0ı=0, K,oa+K&K,0o,=0, 






0, =V(K,,Kı,), 0% =V(K,.&R,), 


orthogonal getroffen. 


















Die sechs Potenzkugeln je zweier von drei gegebenen Kugeln 
k,=(2,—a,)’+(y-b,) +(2—c,)’—r;, (i=1,2,3) 
gehören einem der vier Büschel an: 


(25.) | zıkı +%kh, +%K,=0, 





(25%.) lvatantu=0, = |Vlk,k,)|, d=1,2,3) 


wobei die baryzentrischen Koordinaten #,:%,:2, inbezug auf das Fun- 
damentaldreieck A,=0 (i=1,2,3) (vgl. B.) den Gleichungen der vier Ähn- 
lichkeitsachsen in (25%) Genüge leisten. — 

Die zwölf Potenzkugeln je zweier von vier Kugeln k,=0 («=1,2,3,4) 
gehören einem der acht Kugelnetze an: 


*) Bei dieser Gelegenheit bitte ich, a. a. O. folgende Errata zu berichtigen: 
S. 250, Z.2 v.o. Nach den Gleichungen y) und d) auf S. 248 ist zu setzen: 





IV(a,a)l=i, |V(b,d)|=ü, Ile, e)| =i.. 


S. 251 ZZ. 17 und 18 v. u. lese man: 
Grundpunkte anstatt „Grenzpunkte“. 
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(26.) sk ta +a;k+uk,=0, 
(26%. ) #10ı + #202 + #03 + 40,1 =0, 


wobei die Gleichung (26%.) die acht Ähnlichkeitsebenen in baryzentrischen 
Koordinaten #%,:%,:%3:%, Inbezug auf das Fundamentaltetraeder: A,= 0 
(‘=1, 2, 3, 4) darstellt. 

Alle Kugeln, welche vier Kugeln %k,=0 unter gleichen oder 
supplementären Winkeln schneiden, gehen durch einen der acht Kreise, in 
welchen die Orthogonalkugel (23.) von den acht Ähnlichkeitsebenen (26%.) 
getroffen wird. 


Setzt man ferner in (18.) und (19.) 


Kzi,k,+xk,+x%,k;+Xk,,; 
(27). 
L=1,k,th,k5tiskzt Ark; 


und führt die Bezeichnung ein: 


(273.) W(X1, #2 %3 %,) =x#(k, k,)+ 2%,%,(kı k,) 
+. + x(k, k,), 
so ist 


3 (A, w (x) + Ag w' (#5) + Az w' (#5) + A, w’ (x,)) 
Vo (%ı, #2, #3, %) @ (Ay, Ay, Az, A,) 








(27b.) cos(K,L) = 


Damit also irgend zwei Kugeln des „Kugelgebüsches“ (16.) sich 
orthogonal schneiden, ist nötig und ausreichend, daß ihre Zentra harmo- 
nische Pole der Orthogonalkugel (23.) sind. 

Zur Bestimmung der 16 Kugeln, welche fünf gegebene Kugeln unter 
gleichen oder supplementären Winkeln treffen, führt der weitere Satz: 

Die zwanzig Potenzkugeln der fünf Kugeln k,=0 (i=1, 2, 3, 4, 5) 
gehören einem der sechzehn „Kugelgebüsche“ an: 
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kt rk, + rn k+2,khh+2;k,=0, 


(28.) 


21014220 +70 +40 +40 =0.*) 
Zusatz. Für drei Kreise 
(29.) k=(2—-4)?+(y—b)’—r?=0 


in der Ebene des orthogonalen Koordinatensystems x, y hat man die 
analogen Sätze. Alle Kreise, welche drei gegebene Kreise unter gleichen 
oder supplementären Winkeln schneiden, gehen durch eines der vier 
Schnittpunktepaare der vier Ähnlichkeitsachsen 


(29%. ) 2 gm + % 09 +%, g®) = 0, 0 u Veh, ki) h (i=1, 2,3) 


(vgl. Hesse, Analyt. Geom. der Ebene 4. Aufl. 1906 S. 247ff.) mit dem 
Orthogonalkreis 


(1, 1) +2 (1,2) #ı7a 4 nid + (3,3) 2 = 0, 


(e, 9) = (k,,k,). 


(29b.) 


Die zwölf Plückerschen Kreise, welche im Apollonischen Problem 
auftreten und aus den drei gegebenen Kreisen A,=0 (i=1, 2,3) die Be- 
rührungspunkte zweier zugeordneten Apollonischen Kreise orthogonal aus- 
schneiden, sind gegeben durch die Gleichungen 

| k, k; kz 


(29°.) (,1))(%2) |@,3 | =0.**) (=1,2,9 











| 
| 
| 01 +02 | +03 





*) Rein synthetisch und unter völlig anderem Gesichtspunkte hat die letzten 
Theoreme teilweise Herr Affolter (Math. Ann. IV, 184—194) entwickelt. 

**, Herr Study hat in seiner an Ergebnissen überreichen Arbeit „Das Apoll. 
Problem“ (Math. Ann. 49, 496—541) die Theorie der Mittelpunkte prinzipiell aus- 
geschlossen. Aus (29.) ergeben sich die von Herrn Study $ 17 a.a. O. entwickelten 
Gruppierungen der Plückerschen Kreise von selbst. 
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Aus diesem System (29.) ergibt sich sofort das Theorem: 


Das Zentrum eines Plückerschen Kreises, der einer bestimmten 
Ähnlichkeitsachse (etwa #,01+%202+%305=0) zugeordnet ist und aus dem 
Kreise k,=0 die Berührungspunkte zweier zusammengehörigen Apollo- 
nischen Kreise orthogonal ausschneidet, ist der Schnittpunkt dieser Ähn- 
lichkeitsachse mit der Polaren des Zentrums: «a,, b, in bezug auf den Ortho- 
gonalkreis. 

Diese letztere Polare ist natürlich auch identisch mit der Polaren, 
welche das Zentrum des Örthogonalkreises in bezug auf den Kreis 
k,=0 besitzt. 

Die hier gegebenen Andeutungen werden an anderer Stelle weiter 


ausgeführt werden. 











Uber einen Satz des Herrn Poincare. 

















Von Herrn Oskar Perron in München. 


81. 


Eine für die Argumente »=0,1,2, ... definierte Funktion D, ge- 
nüge der Differenzengleichung r-ter Ordnung | 


D,., ta’ D, .,_ı +@’D, +... +aND,=0, 


deren Koeffizienten a’ mit wachsendem v gegen gewisse Grenzwerte kon- 
vergieren sollen: 


lm a” =a,. (= 1,2,..n) 


v= © 


Die Wurzeln der Gleichung 
Ko)ze +uo "+00"? +... +a,=0 
seien 01, O2, ... @,, und wir setzen voraus: 
(1.) 9/>|e>-->|e,.. 


Dann besagt der Satz des Herrn Poincare, den wir hier im Auge 
haben, daß der Grenzwert 
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existiert und einer der Wurzeln go; gleich ist*). „Im allgemeinen“, sagt 
Herr Poincare, ist der Grenzwert gleich der absolut größten Wurzel; nur 
„in Ausnahmefällen“ wird er einer andern Wurzel gleich sein. 


Nach dieser Ausdrucksweise könnte man meinen — und auch der 
Poincaresche Beweis schließt diese Annahme nicht aus —, daß nur für 
geeignet spezialisierte Differenzengleichungen die Beziehung 


(a.) mit, ip 


bestehen kann, während, wenn die Koeffizienten die gedachten Speziali- 


sierungen nicht aufweisen, stets . 
. D, 
(b.) lim "= 0, 


ist. In Wahrheit verhält sich aber die Sache so, wie Herr Poincare später 
auch richtig angegeben hat, daß bei jeder Differenzengleichung der an- 
gegebenen Art für das allgemeine Integral die Beziehung (b.) besteht, 
während allenfalls für gewisse ‘Partikwärintegrale die Gleichung (a.) statt- 
haben kann. 

Ob nun aber diese möglicherweise vorhandenen Partikulärintegrale 
in jedem Fall auch wirklich existieren, ergibt sich natürlich aus dem 
Poincareschen Beweisgang erst recht nicht. Daß diese Frage aber wirklich 
zu bejahen ist, hat unter Benutzung des Porncareschen Resultates Herr 
Pincherle bewiesen, allerdings nur für den Fall, daß die Koeffizienten «a! 
rationale Funktionen von v sind und a,+0 ist. **). Imsbesondere hat 
Herr Pincherle die Wichtigkeit des von ıhm sogenannten „ausgezeichneten 
Integrals“‘ hervorgehoben und seine Existenz bewiesen; es ist dies dasjenige 


*) Sur les &quations linsaires aux differentielles ordinaires et aux differences 


finies. American journal of mathematies, vol. 7 (1885). 
**, Sur la generation de syst@mes r&currents au moyen d’ une @quation lin&aire 


difförentielle. Acta mathematica. 16 (1893). 
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bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte Partikulärintegral, für 
welches der fragliche Grenzwert gleich der absolut kleinsten Wurzel wird. 


Ich werde nun im folgenden zuerst den Poincareschen Beweisgang 
etwas modifizieren und übersichtlicher gestalten, wobei jedoch mehr als bei 
Herrn Poincare auch nicht herauskommen kann. Sodann aber werde ich 
noch einen zweiten Beweis liefern, der zwar komplizierter ist, aber sehr 
viel mehr leistet und insbesondere auch zu den Ergebnissen des Herrn 
Pincherle führt. Meine Methode ist aber viel direkter und der Sache an- 
gepaßter als die auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen ge- 
stützte Methode des Herrn Pincherle, und sie macht außerdem die Ein- 
schränkung entbehrlich, daß die a{”’ rationale Funktionen von v sind, sowie 
daß a,#0 ıst. 


$ 2. 


Wir schreiben die Differenzengleichung in der Form 


(2.) Dr + (a; +) Be + (a; +3) 
+++ (a, +2’) D, =0, 


sodaß also 


(3.) lım z’ =0 (=1,2,.-n) 


‚r=® 


ist. Dann führen wir für jedes » mit Herrn Poincare r Zahlen X)”, 
Ay’,..-ÄY ein vermittelst der r Gleichungen 


D,=X + X +4..4X0, 
D, = AT +9 Ay’ + +e 


deren Determinante wegen der Annahme (1.) ja nicht verschwindet. 
Schreibt man +1 statt v, so kommt: 


3” 
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D, = HP H RED HH Kern, 


a Parma rat He, 


—1 *+1 —1 v 1 —1 1 . 
D,,,= og Kern HU RE HD Hgmi XD, 
Nun setzen wir 


Ko)ze+ao "+... +4,=(0-0) (et "+bhe””+---+b,_[), 


wo die b natürlich noch vom Index « abhängen; es ist dann 


Multipliziertt man die Gleichungen (5.) der Reihe nach mit 5 
b,_s,***d,, 1 und addiert sie dann, so kommt 


- 


r—1 > 


b,_ D,+ı + b,_s D,;2 + BOne au b, D,u— + D,;, Eon f (0;) u“ ’ 


oder auch, wenn man für D,,, den Wert aus (2.) einsetzt: 


ie)XP >= (b, —4,—z”)D, .,—i + a. + (b,_—a,N—x,) D,;ı—(a,+z’)D 


v 


ne (0, ) Dune + (0,6, — 2?) D,; + ''+(9 DM «) D, 
vrr—° 


($ (D,.,—ı + b, Mu. pe + IR D,) — B5 »"” D 
s=1 


Substituiert man schließlich für die hier auftretenden D ihre Werte aus 
(4.), so erhält man: 


FO) Ef (AED, 
k=1 











Perron, über einen Satz von Poincare, 2] 


wobei die &{”? sich linear aus den x” zusammensetzen, also mit wachsendem 
v gegen Null konvergieren. Da die r Wurzeln nach Annahme voneinander 
verschieden sind, so ergibt sich, indem man durch f’(o,) dividiert, das 
System von Gleichungen: 


r 
1 (3 j ‚ 
KH, X + ZINK, 
k=1 
r 
(6.) X - X) + LK, 


k=1 


Xe+) _ =g,XP+ 2 = ex”, 


wobei die Beziehung statt hat: 


(7.) lim 87 =0. (,k=1,2,...n) 


y=® 


Nun schließen wir den trivialen Fall, daß alle D, von einem gewissen 
Index » ab verschwinden, von der Betrachtung aus; dann ist für jedes » 
auch mindestens eine der Zahlen X, X%,... X” von Null verschieden. 


Man kann daher aus der Reihe 1,2,...r einen Index 7, derart aus- 
wählen, daß 


A| >0, 
(8.) XM|>|XP| für k<;j,, 
IXP>|XP| für k>j, 


ist; durch diese Forderung ist der Index 7, für jedes » offenbar ein- 
deutig bestimmt. 
Ich zeige nun zunächst, daß für genügend große » stets 7, ,,<7, ist 


Nach (1.) ist el] für <k; man kann also auch eine positive Zahl 


lei 
d angeben, derart daß 


7 für ı<k 
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ausfällt. Wird dann v so groß gewählt, daß 


ist, so folgt aus (6.) einerseits 
| r | 
IYe+D|_ |... Xo mM yo 
4, | 9, a Ak | 
| 2 | (v) | eo 


anderseits aber auch 


| r | 
+1) _| (v) (v) (vr) 
jr +1 =, de 
| k=1 
| | : ()' 
<(e;,,.'+9) I). 





Wenn nun 7,<{7,;,ı Wäre, so würde man durch Division dieser beiden 
Ungleichungen erhalten (da ja A, +0 ist): 


| (v + 1) 
Art lrrıl4d_ | 
De m u 


also 
a <lagtH| 
was aber der Definition des Index 7, ,, widersprechen würde. ' 
Daher muß für genügend große » in der Tat j,,,<{7, sein. Da 
aber alle 7, nur einer der Zahlen 1,2,...r gleich sein können, so muß 
notwendig von einem gewissen Werte » ab 7, konstant bleiben. Es sei 
demgemäß 7,=7 für v>N. Nach (8.) ist dann für »>N: 
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= [2P|>0, 

(9.) A > XP fürk<;, 

Ar’ >|XP| fürk>). 


Ich beweise jetzt weiter, daß notwendig 


(v) 


(10.) lim 76 —0 für kJ 
v=o#4, 


wird. Angenommen nämlich, es gäbe im Gegenteil einen Index k, für welchen 


) 
(10%.) lım sup wien = 0>0 


v= © d . N 
I 


ausfällt. Ist dann etwa k<Z7, so folgt aus (6.) und (9.): 


Kr >e,Ap|—0| X, 
Art </g, AP) +0], 


wo d beliebig klein ist, wenn man nur v genügend groß wählt. Also 
durch Division 


ala xt” 
| a rat. E77 i kr are 
0, XI +0|x‘ 2 


wo auch & wegen der Annahme (10%) eine beliebig kleine positive Zahl 
bedeuten kann. Aus dieser Ungleichung folgt 


AP —I X <(a+eEe)( 0, +0) X”|, 


oder auch 


'yv(r) j 
A| _ (ate)(lel+d) +0 
x" 10x | 
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Anderseits ist aber nach der Annahme (10%.) für geeignet gewählte v auch 


sodaß man erhält: 


let le +N+ 
M—E<T Ar s 


Da wir aber k<j, also |o, <|o,| angenommen haben, so kann diese letzte 
Ungleichung nicht für beliebig kleine e,d‘ bestehen. Für k<7 ist also 
die Annahme (10%.) unzulässig. Ist aber zweitens k>7 in (108), so folgt 
wieder aus (6.) und (9.): 


ISA + AN, 


also durch Division *): 


| (v) Il») 
LEI 








Nach der Annahme (10%.) ist aber der rechts stehende Quotient 
für geeignet gewählte » größer als «&—e. Daher 


RP + RP >(e) EI -NIAN|, 


oder auch 





*) Hierbei ist zu beachten, daß wegen k>j gewiß |je;| > lex|, also Je;| > 0 
ist. Daher kann auch je;|—d>0 angenommen werden. {ge,|>0 wird dagegen 


nicht vorausgesetzt. 
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Andererseits ist aber auch nach (10%.) 


sodaß sich ergibt: 
alle +) >) -0)-0, 


eine Ungleichung, die aber wegen k>j7, also go, >|e,, wieder nicht für 
beliebig kleine e, d besteht. Also ist auch für k>7 die Annahme (10%.) 
unzulässig, womit die Gleichung (10.) vollständig bewiesen ist. 

Vermöge (10.) folgt aber sofort aus den zwei ersten der Glei- 
chungen (4.): 


im —, —- =; 
ea >. 
und daher durch Division 


(11.) lm D, =(Q,, 


womit der Poincaresche Satz bereits bewiesen ist. Welche der Wurzeln 
@1,...0, bei Gleichung (11.) in Frage kommt, ergibt sich aus diesem Be- 
weise nicht. Insbesondere erscheint es mir bei der Art, wie der Index 7 
gewonnen wurde, doch sehr gewagt, solange keine andern Gründe dafür 
sprechen, zu behaupten, daß ‚im allgemeinen“ j=1 ist. Das wird sich 
erst aus unserm zweiten Beweise einwandfrei ergeben. In einem Punkte aber 
leistet auch dieser erste Beweis mehr wie der folgende. Es wird nämlich 
nirgends vorausgesetzt, daß der letzte Koeffizient unserer Differenzen- 
gleichung von Null verschieden ist. Vielmehr darf sehr wohl für einzelne 
v auch a,+z”’=0 sein; und wenn etwa 0,=0, also a,=0 ist, so kann 
diese Eventualität sogar für unendlich viele Werte von v eintreten, ohne 
daß der Beweis hinfällig wird. Stets muß, wenn nur die Zahlen D, rekur- 
sorisch aus (2.) berechnet werden, die Gleichung (11.) bestehen. 
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$ 3. 


Von jetzt ab setzen wir voraus, daß der letzte Koeffizient der \ 


Differenzengleichung (2.) für alle v» (v=0,1,2,...) von Null verschieden 
ist. Zwar darf a,=0, also eg,=0 sein; aber dann ist dauernd x” + 0. 
Der jetzt zu beweisende Satz läßt sich dann folgendermaßen formulieren: 

Die Differenzengleichung hat r unabhängige Partikulärintegrale DV, 
D®P,...DV von der Art, daß die Beziehungen gelten: 


() 
1 + __ . 
(12.) ım —— =g.. (d=1,2,...n 
=», D“ 


Hieraus folgt dann weiter, daß für das allgemeine Integral, das 
sich ja in der Form 


D,=c, DD+c, D®+...+.c,D" 


darstellen läßt, 


ist, sofern nur c,#0; und für ein Partikulärintegral der ’*!.fachen Schar 
D,=e, D®-+o,,, DVD +... +0, DO +0 


gilt die Beziehung 


lim Pi _ 0 


v=® v 


du 


Bedeutet nämlich d wieder eine positive Zahl, für welche 


0< en <1 füri<k 
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ist, so folgt aus (12.), daß bei genügend großem v 


| |<(® +0)|D®|, 
129, 
> (8,18) DP), 
also auch für «<k: 
> <C(% +0), 
DP >C,(\e — I) >0 


wird, wo ©, C, von v nicht abhängen. Hieraus durch Division 


lim DE für ı«<k. 


Daraus folgt dann aber auch 


OB (+) | x (r) 
e, et 4 D, tier D, 


lım 5 -=6+0. 


vo D* 


Dividiertt man endlich durch diese Gleichung diejenige, welche aus ıhr 
hervorgeht, wenn man v ersetzt durch »+1, so kommt unter Berück- 
sichtigung von (12.): 


G) G+D (r) 
c,D +6G4+1D.)) ++ +0,D 
. 7 „+1 . v„-+ 1 v-+ 1 T 
lım p® “ _  NOFDL.... DM =(;. W. z.b.w. 
BE ;l ; 1 v r v 


Um nun den Beweis unseres Theorems in Angriff zu nehmen, 
beachte man, daß es für Differenzengleichungen erster Ordnung ja evident 
4* 
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ist. Wir werden dann den allgemeinen Beweis durch vollständige Induk- 
tion führen, nehmen also an, daß für die (r—1)-te Ordnung die Sache 
schon bewiesen sei. Man setze dann 


(13.) {o)=e"+a 0" +. +0,=(e 9) (+6, + +b,_1), 
sodaß wieder 

(14.) a,=b,—0,, dd, 0, =—Ob,_ı 
ist und suche daän die Differenzengleichung (2.) auf die Form zu bringen: 


(15.) [D, 2, —-(tıt+0,4,—-1)D, 4, —ı]+(d ıtEP)LD, 2,1 (0140, 4,—2) D, 2] 


+ +(b,_1+#2,) [D,+1—(eı+9,)D,]= 0. 


Zur Übereinstimmung von (2.) mit (15.) ist offenbar nur erforderlich: 


— (9 +9, -) + bı + ?)=u +”, 
— (db, +.N)(, +0,,,_2)+ (be +.’ =u; +, 


0 2 +0,) =4,+m, 
ein Gleichungssystem, das sich wegen (14.) auch folgendermaßen schreiben 
läßt: | 
= x 2 ie ) 


— (0, en \D=z"+b, RER 


r) _,0 ; 
et 7 +4,41) ,=n_ ı+b,_20,41; \ 


— (1 +J,)2,ı = +b,_1J,. 


Ich werde nun im folgenden Paragraphen den nicht leichten Nach- 
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weis führen, daß diese unendlich vielen Gleichungen (nämlich für v = 0,1,2, ...) 
durch solche Werte &{”’, d, befriedigt werden können, für welche 


(18.) lim d,=0, 
(19.) lm &” =0 (=1,2,...r—1) 


wird. Nimmt man dies vorläufig als bewiesen an, und setzt man zur 


Abkürzung 
(20.) (9, +0,)D,—D,,,=E 


v) 


so geht (15.), also auch (2.) über in 
(21.) E,4—ı +(b, y Br +++ + M.., +. ,) E, =(, 


Das ist aber eine Differenzengleichung (r—1)-ter Ordnung, deren 
letzter Koeffizient wegen der letzten Gleichung (16.) für alle » von Null 
verschieden ist. Für diese gilt daher infolge von (19.) und weil die 
Wurzeln der Gleichung 


oe '+bo0 "+... +b,=0 


03,03,***0, Sind, nach Voraussetzung bereits unser Satz; also hat sie r—1 
unabhängige Integrale E”, E%,...EY, für welche 


re) 
® v+1l__ . 
(22.) lım ö =60; (= 2,3, ..7) 
v=.® 


ist. Aus dem Cauchyschen Kriterium zweiter Art ergibt sich dann mit 


Rücksicht auf (18.), daß die r—1 Reihen 


E ü) (ü) 
® (23.) D® =. E, ER A Brrı EEE 
0, +0, (0, + d,)(Qı + d,+1) 


E” 
+) 
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konvergieren*). Die so definierten Zahlen D® genügen aber offenbar der 
Gleichung 


(01 +,) DP—DP, = EO. 


Setzt man also D® an Stelle von D, ın die linke Seite der 
Gleichung (15.), so erhält diese den Wert 


—[EP,, + (bi +P)EP,,_2 +" +(b,_ı+2,) E9], 


das heißt den Wert Null, weil ja EZ ein Integral von (21.) ist. Daher 
sind D®, D®,... DV Integrale von (15.), also auch von (2.). Ein weiteres 


Integral ist aber offenbar 
(24.) DP’ = (9, +0) (1 + 41) (E14 0,_,)+0 (Di’=1); 
denn für dieses verschwinden schon die einzelnen eckigen Klammern in (15.) 


Nun bleibt noch zu beweisen, daß die Integrale DW, D®,... D® von 


einander unabhängig sind und daß 





(25) im —n = 


ist. Für ?=1 folgt aber (25.) ohne weiteres aus (24.) Für ?>1 beachte 
man, daß für große v wegen (22.) E”+0 ist; man kann also die Gleichung 
(23.) durch E® dividieren und erhält 


(Ü) +(ö) 
B, +1 B,+ 2 
er pn" E. E” ö 2” A 
E® = 0, +0, (01 + d,)(eı + d,+1) (0,+0,)(eı td, +1) (a1 +0, +2) 


*) Daß die auftretenden Nenner o, + d, alle von Null verschieden sind, lehrt 
_ die letzte der Gleichungen (16.). | 
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Bedeutet dann d' wieder eine positive Zahl, für welche 


ol +3 er 
10116 


‚po 
> <|ei +0, 
also auch 
E® 
6 <tetN, 
und nach (18.) 
O, <b 


ist. Wählt man daher in der Reihe (26.) v„>N und bricht die Reihe 
beim u-ten Gliede ab, so wird der fehlende Rest absolut kleiner als 


(lel+s"  (leal+tet — _r/lel+ ey 1 


(al—ser "(ale ll—6/ Jal—Ial—26 ' 





Daraus folgt aber sofort, daß man den Grenzwert der Reihe (26.) für 
v= co erhält, indem man in den einzelnen Gliedern zur Grenze übergeht, 
wodurch sich ergibt 


ce 1 
lım —- +2+- = —— 
(t) 3 
r-«E 0ı 0; 0, 01Bi 


Dividiert man durch diese Gleichung wieder diejenige, welche daraus 
entsteht, wenn man v durch vr +1 ersetzt, so kommt unter Berücksichtigung 
von (22.) 
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womit die Gleichung (25.) bewiesen ist. Daraus folgt aber auch sogleich 
die lineare Unabhängigkeit unserer Integrale. Denn hätte man etwa 
identisch 


6,DP +0,,, DE" +... +0,D9 =0, 6+) 
so würde genau wie auf 8.27 aus (25.) folgen: 


. 
.  95D +6j41 DV" +...4+0,DV 

lım a —— u, 
an p‘ 





sodaß, weil der Zähler identisch verschwindet, auch c,=0 sein müßte gegen 
die Voraussetzung. 


84. 


Es bleibt jetzt noch der Beweis nachzutragen, daß das Gleichungs- 
system (17.) sich durch solche d,,, «” befriedigen läßt, für welche 


lim d,=0, lim &”=0 


v=® v== ® 


wird. Nun ergibt sich aus dem System (17.) durch Elimination von 


) ‚(") N . 
€ „eg 5 e..d,_ 1° 


x + bud,4r—e Pre 7, FOREN 
tb (Oı+d,4r—. )(Qıtd4r-3) 
x +b,_16, 
(O1 +0»4r—2) (O1 +Öv4r-3)°(Qıt0,) 





0=x') HU. u; 
(27.) 








Feet 





Wenn es gelingt, die Zahlen d, (v=0,1,2,...) diesen Gleichungen 
gemäß zu bestimmen mit der Maßgabe, daß 


lim d, = 0 


v=o©0 


wird, so ergeben sich die «’,... e”, sukzessive aus (17.), und offenbar wird 
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dann wegen lim ”’=0 ganz von selbst auch lim <”—=0. Wir brauchen 


uns also nur noch um die Gleichung (27.) zu bekümmern. 


Führt man die Ahkürzungen ein: 








0) 
$ I ı u AR 
v+l1 0, + d, 0O,+1> 
(1) 
Ye Er +1 
(28.) 01 +6, 
(r—2) 
en er _geon 
+ 0, + ö, „+19 


so hängt offenbar JÜ), ab von d,, d,,,; ebenso J® , von d,, 


Ö,+25... schließlich dYP_, von d,, d,,13... du, Und zwar findet 


man durch leichte Rechnung sukzessive: 


Id = KILIE 
AMT ar Pı y d, : 
HAPE I, + 039)dr +1 02050, 





0, +0,41 (0; +6,41) (01 + 6,) 


RER 
nf 1% +r—2 
NZ u En Ö,, r—1ı + u 


Er b2d, 4r—8 es 
G+o,+r—2 (0, + 6, +r—2)(0ı + dy+r—3) 











b,—ı d, 
Ei Bi 977 en 7 enge were 4} 


Be E i 
en nn 8 a , Bi 
= ” 2 ” u, a0 Er: 4 


wobei in der letzten Gleichung von den aus 
et +ber +, lee) (E93) (E Er) 


fließenden Beziehungen 
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= —-(%+0+:--+0,), 
=, +0@%%+'+0_[10,; 


Gebrauch gemacht ist. Subtrahiert man die letzte der Gleichungen (29.) 
von (27.), so folgt noch 





(v) (v) 
* x 
30.) MD NH rn z | 
( ) +r—1 1 0| +Ö,4r— (01 +0,4r—2) (0, +0,43) ... (0,+6,) 


Weiter ergibt sich durch Addition der r—: letzten Gleichungen (28.): 


0 H@yı5 FE “ 
(31.) Kr — ne — N), W=-12...-1 
1 v 


wobei d" =, zu setzen ist. 
Nun bedeute „7, irgend eine positive Zahl, die kleiner ist als 


0, — 02. Dann lassen sich der Reihe nach auch positive Zahlen n,, 
na, n,_ı angeben, die den Ungleichungen 











Be | 02 | 70 

7 N tl _ 

a m lo | | 

lea |7ı 

<< N — : 

(32.) HT Tell 
| 0, | Nr 
a —2 1, a 
u 


“ 


genügen. Durch Addition der r—i letzten dieser Ungleichungen folgt noch: 





|ei+1 | mi-ı + lei42|m ++ ler | 
|eıl—% 


(i=1,2,...r—l) 


(33.) NZ N 


Da die x” für v= wo den Grenzwert Null haben, so läßt sich ein 
Index N angeben von der Art, daß für v„>N durchweg 
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34. (v | 2 2 2 
| ) % + ee + (jeı|— %) r rer — <N- 





wird. Wir wählen dann die r—1 Zahlen d,, Öy.1,--. Oy.,_. irgendwie 
in der Weise, daß sie den Ungleichungen genügen: 


(35.) dr I<70; IOyzıl ı< N05+»» On |< 70; 
Lu A en (i=1,2,...r—2) 


wobei die d%,,_, die durch (29.) definierten linearen homogenen Funktionen 
von Oy, Oyzıs---Oyı,_g Sind, und wir wollen untersuchen, ob, von diesen 
Anfangswerten ausgehend, die Gleichung (27.) für alle » befriedigt werden 
kann, derart, daß lim d,=0 wird. | 

Offenbar lassen sich die Zahlen d,,Ödy;ı,...Oyı,_,. in dem an- 
gegebenen Spielraum noch dergestalt wählen, daß die vorhergehenden 
Oy_1, Öy_2,...0, aus (27.) sukzessive berechnet werden können. Denn 
dies kommt doch augenscheinlich nur darauf hinaus, daß diese r—1 
Zahlen einer endlichen Anzahl von nicht identischen algebraischen Gleichungen 
nicht genügen dürfen*). Es handelt sich dann aber vor allem um die 
Abschätzung der d, für v„>N+r—2. Man erhält zunächst aus (30.), 
(35.), (34.) für v=N: 


(36.) IE <N-ı: 
Sodann aus (31.) für v=N-+r—2 und aus (35.) 


iz |<|dgz 1.4, lei + ılm—ı + l0:+ elmt+- r lerne RR 


N+r—1 N+r—1 lol—no =1,2,.-r—]) 








*, Man könnte übrigens von dieser Vorsichtsmaßregel absehen, indem man 
einfach die Gleichung (27.) und folglich das System (17.) nur für v>_N studiert. Die 


Entwicklungen des vorigen Paragraphen würden dann die Integrale D® auch nur für 
v>N liefern. Aber die fehlenden Anfangswerte 


r 2 (i 
DI_ı: Dy_.;*- :Do 


können dann ja leicht aus der Differenzengleichung (2.) selbst sukzessive ergänzt 
werden, weil ja stets a,+ x +0 ist. 
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woraus nach (36.) und (33.) weiter folgt: 
KA <H tm NM: Vel,s.r—D 


Dies besagt aber, daß die Ungleichungen (35.) richtig bleiben, wenn der 

Index N um eine Einheit erhöht wird. Die Wiederholung des gleichen | 
Prozesses führt dann zu einer abermaligen Erhöhung, u.s,f. Allgemein E 
“arf also in (35.) der Index N durch irgend einen größeren ersetzt werden, | 
sodaß man insbesondere für alle v„>N erhält: 





(37.) d,|<N. 


Somit haben die |d,| gewiß einen endlichen oberen Limes; daß 
dieser nur Null sein kann, ist noch zu zeigen. Nehmen wir also an, es sei 


lim sup d, =«>0. 


Wegen (37.) ist natürlich @<{n,, und die erste der Gleichungen (28.) lehrt 
dann, daß auch |df"| einen positiven oberen Limes hat. Alsdann ergibt sich 
aber aus der zweiten der Gleichungen (28.) ein gleiches für |d®| usw. 
Schließlich aus der letzten der Gleichungen (28.) auch: 


lim sup |I=®|>0. 


Im Gegensatz hierzu ergibt sich aber aus (30.) und (37.) 


(v) 
2 


01 I— 70 


„e 


(IQ — 0)? 


(v) 
%, 


(al) 




















. + 








Be 





|< |2h 


I7y+r— 





und folglich 


lim d"?=0. 


Wegen dieses Widerspruches ist die Annahme, daß |d,| einen 
positiven oberen ' Limes haben könnte, unzulässig, und es folgt notwendig: 
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lim d,=0, 


v=o®» 


womit nun alles bewiesen ist. 


Bemerkt sei noch, daß die in $2 nicht gebrauchte Bedingung 
a,+x”’#0 bei dem zweiten Beweis keinen Mangel der Methode bedeutet, 
sondern durchaus notwendig ist. Denn in der zu Beginn des $ 3 gege- 
benen Formulierung wäre unser Satz, wie leicht zu sehen, ohne diese Ein- 


schränkung nicht mehr richtig. Schon die Differenzengleichungen erster 


Ordnung lehren dies. 
Ende Juli 1908. 
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Berichtigung. 


In meiner Arbeit „Zur Theorie der Dirichletschen Reihen“ (Band 
134 dieses Journals) habe ich auf S. 139 oben beiläufig bemerkt, wie eine 
bei Riemann, Lipschitz, Epstein, Herglotz ohne Angabe von Gründen vor- 
genommene Vertauschung zweier Grenzprozesse begründet werden müßte. 
Dabei habe ich leider übersehen, worauf mich inzwischen Herr Landau auf- 
merksam machte, daß die genannte Vertauschung sich auch auf einem 
sehr viel einfacheren Wege rechtfertigen läßt, nämlich mit Hilfe des Satzes 
über beliebige Vertauschbarkeit der Glieder einer absolut konvergenten 
Doppelreihe. Da diese Begründung in der Tat recht nahe liegt und 
keine Schwierigkeiten bietet, so erscheint ihre Unterdrückung allerdings 
zulässig, sodaß ein Einwand gegen die genannten Autoren daraus nicht er- 
hoben werden kann. 


Oskar Perron. 











Zur Theorie der Funktion [x]. 


Von Herrn E. Busche in Hamburg. 





Die Eisensteinsche geometrische Behandlung der Funktion [x], wo 
x eine reelle Zahl und [x] die durch die Bedingungen 


s—1<[e]<x 


bestimmte ganze rationale Zahl bezeichnet, ist sehr geeignet, eine Reihe 
von Formeln systematisch und vollständig aufzustellen, von denen einige, 
größtenteils unter der hier aufgehobenen Beschränkung auf teilerfremde 
Zahlen, schon öfters bewiesen sind. Eine von diesen Formeln ist die be- 
kannte, das quadratische Reziprozitätsgesetz beweisende Gleichung, die Eisen- 
steın geometrisch hergeleitet hat*). Eine Erweiterung der Eisensteinschen 
Methode führt zu analogen, bisher nicht betrachteten Formeln, die in einer 
elementaren Theorie der biquadratischen Reste im Sinne des Gaußschen 
Nachlasses vorkommen. 


Ei 


In der Ebene eines Gitters mit quadratischen Maschen von der 
Seitenlänge 1 werde ein Rechteck ABCD angenommen, dessen Seiten den 
Gitterlinien parallel sind und dessen untere linke Ecke A entweder mit 
einem Gitterpunkt oder mit der Mitte einer horizontalen Quadratseite oder 
mit dem Mittelpunkt eines Quadrates zusammenfällt. Die horizontale Seite 
AB und die vertikale Seite AD sollen jede gleich der Hälfte einer ganzen 
Zahl sein. Das Rechteck werde durch die Diagonale AC in das rechte 
Dreieck ABC und das linke Dreieck ADC geteilt. Je nach der Lage von 





*) Dieses Journal, Bd. 28, S. 246 (1844). Vgl. auch eine Programmabhand- 
lung von H. Ahlborn, Hamburg 1881 (Realgymnasium des Johanneums). 
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A und je nachdem die Seiten Hälften einer geraden oder ungeraden Zahl 
sind, enthält das Rechteck an seinen Rändern keinen oder bis zu vier halbe 
Streifen, d. h. solche, die aus einer Reihe von halben Quadraten bestehen. 
Mit m und n werden ungerade, mit g und h gerade Zahlen — 2 bezeichnet. 
Dann sind folgende sieben Fälle zu unterscheiden: 
1. A ist ein Gitterpunkt, AB=%g, AD=}h: kein halber Streifen. 
2. A ist ein Gitterpunkt, AB=%m, AD=}h: ein halber Streifen an BO. 
3. A ist ein Gitterpunkt, AB=%m, AD=}#n: zwei halbe Streifen an BC 
und DC. 
4. A ist Mitte einer Quadratseite, AB=}g, AD=}%h: zwei halbe Streifen 
an AD und BC. 
5. A ist Mitte einer Quadratseite, AB=#m, AD=+n: zwei halbe Streifen 
an AD und DC. 
6. A ist Mitte einer Quadratseite, AB=3g, AD=!n: drei halbe Streifen 
an AD, DC, BC. 
7. A ist Mitte eines Quadrates, AB=+g, AD=}h: vier halbe Streifen an 
AB, BC, AD, DC. 

Die noch übrigen Annahmen liefern nichts Neues mehr. 

Nun kann man die Gitterpunkte in dem rechten Dreieck ABC auf 
doppelte Weise mittels einer Summe von größten ganzen Zahlen abzählen, 
indem man entweder in A anfangend auf den vertikalen Gitterlinien oder 
in C beginnend auf den horizontalen Gitterlinien zählt. Dasselbe gilt von 
dem linken Dreieck ADC, nur zählt man jetzt von A aus auf den 
horizontalen, von C' aus auf den vertikalen Linien. Die Gitterpunkte auf dem 
Umfang des Rechtecks werden nicht mitgezählt.e. Eine Summe, die sich 
auf das rechte Dreieck bezieht, möge mit R, eine solche für das linke 
Dreieck mit L bezeichnet werden. Der untere Index an diesen Buchstaben 
gibt den Anfangspunkt der Zählung, der obere die Nummer des gerade 
betrachteten von den sieben aufgezählten Fällen an. So erhält man die 
folgenden sieben Abteilungen von je vier Summen: 


(ı) _ achte — I3 
I e: = | I |; Bo = | h’ 
4h—1 o—1 h 
(a) y9 a) En 
Li = < [4 |. L = | g 





? 

Ri, 

Ei 

E 
E. 

‘ 

# 








m—1 
2 Tach 
Ri= 2 [7] 
II. ' 
1n—ı 
(2) 5 Yy m 
Li = = | h | 
m—1 
‚fen 
R2= 37] 
IM. ee 
u 
(3) Im 
L; Ze - | n ]; 
14 
2 22—1)h 
IV. e 
Lo "5 [v9 +1 
. 1 h 2 
m—1 
Ro — 5 > | 
V 1 m 
t n—1 
— 
6) ym 1 
Li = = | n +3] 
 ((2x—1 
Ro_ 5 [‘ — )n 
v1. an ’ 
= 
(6) yg 1 
Li = = [% +3] 
1 
VII. 2 
17 
n_ % f2y—1)g 
Li = = [' ah 
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ent ym, 1 
RP= 2 (+3). 


h 2 
m—1 
2 'c » 
(2) __ R, (22—1)h 
Lo = - | 2m | 
n—1 
2 r(@y—1)m , 1 
R® — > (2y- 
1 | 2n + 3]. 
m—1 
2 2r—1l)n , 1 
I®=-5[ 
" = | 2m + |. 
In—1ı 
- 1 
R® ı 199 ı 
’ - | h r 2» 


n—1 
5 2 2 —1) 
RO_ 3 ‘ r | ” 
1 N 
m—1 
(5) . 78 1 
L 1 EB 3). 
— 
(2y—1)g 1 
(6) __ ui 
Ro IN - x [ an +5)» 
lg 
2 22 —1)r 1 
L®— 5 ( ns 
" .; [= 24 +3] 
RO _ ” [Es 23 1 ] 
. 1 2h 2 ; 
m % [era . 11, 
R 1 2y 2 


Aus der Bedeutung dieser Summen ergeben sich unmittelbar die 14 


Gleichungen 


R® — RY und L% = :L9. =1,2,...7) 


Um die Beziehung zwischen R® und L® auf die einfachste Weise 


anzugeben, empfiehlt es sich, die auf der Diagonale liegenden Gitterpunkte 
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nur zu einem der Dreiecke, etwa zu dem rechten, zu rechnen. :Das ist 
gleichbedeutend damit, daß in einer Summe L das Zeichen [«] ersetzt 
wird durch [e], wo e—1 < [e’<« ist. Bezeichnet man eine so ab- 
geänderte Summe Z durch Z’, so gilt der Satz: 

R® + L®% «st gleich dem Produkte der bei der i-ten Abteilung 
auftretenden verschiedenen oberen Summengrenzen, wobei der untere Index 
beliebig sein kann. 

Dabei ist noch zu bemerken, daß wenn die unteren Indices ver- 
schieden gewählt werden, also die Summationsbuchstaben und die oberen 
Grenzen o bei R und ZL übereinstimmen, die Summe von je zwei ent- 
sprechenden Gliedern der beiden Summen konstant ist und zwar gleich 
der anderen oberen Grenze o. Als entsprechend gelten zwei Glieder, deren 
x oder y sich zu e+1 ergänzen. 

Aus jeder der 28 Summen kann man eine andere dadurch ableiten, 
daß man einen neuen Summationsbuchstaben 2 einführt, indem man x 
oder y durch eg +1-—2z ersetzt, wenn o die obere Grenze der Summe ist. 


82. 


Die soeben angegebenen Beziehungen zwischen Summen von größten 
Ganzen lassen sich sehr leicht verallgemeinern, da man die Lage des Punktes 
A und die Seitenlängen des Rechtecks beliebig abändern kann und auch 
die Punkte A und C durch eine von jeder Gitterlinie nur einmal ge- 
schnittene krumme Linie verbinden darf, ohne die Beziehungen zwischen 
den R und Z zu ändern. 

Ist z. B. £ ein echter positiver Bruch und läßt man A mit einem 
Punkte auf einer vertikalen Gitterlinie zusammenfallen, der um die Strecke 
P über einem Gitterpunkt liegt, setzt man ferner AB=a-+te, wo a eine 
ganze positive Zahl, & ein positiver echter Bruch ist, und macht BC =1, 
so hat man jetzt als R,=R,, weil R, nur aus einem Gliede besteht, die 
Gleichung 

3|-;+B]=le+e)B+1-al], 


a+«a 


die für «=1 in eine von Hermite gefundene, von Stern zweimal bewiesene 
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Formel übergeht*). Statt #<<1 kann man offenbar nachträglich leicht 
einen beliebigen positiven Wert von / einführen, wie er bei den genannten 
Autoren angenommen wird. 

Auch auf mehr als zwei Dimensionen kann man diese Betrachtungen 
ausdehnen. So findet man z. B. als räumliches Analogon einer Gleichung 


R,= R. die Formel 


na cz 01 ay az 

22) 7)- zz ww) [ED 
wo a, b, c beliebige positive ganze Zahlen sind und Min (u, v) die kleinste 
der Zahlen « und v bezeichnet. Den Formeln dieser Art entsprechen 


elementare Beziehungen zwischen bestimmten Integralen, z. B. die folgende 
einfachste derartige Gleichung: 


S ds - / [Min (y, 2) dy dz. 
0 0 


0 


Es hat jedoch kein großes Interesse, die Eisensteinsche Methode zur 
Aufsuchung solcher Beziehungen zwischen Summen von größten Ganzen 
zu benutzen, da in dieser Hinsicht die Dirichletsche Transformationsformel 
und eine von mir angegebene identische Gleichung, die diese Formel als 
besonderen Fall enthält**), zu viel allgemeineren Resultaten führt. Dagegen 
ermöglicht es die geometrische Methode, auf besonders einfache Weise 
jede Summe des $1 für sich zu berechnen oder wenigstens ihren Rest 
(mod 2) zu ermitteln, wobei allerdings zum Teil auch nicht geometrische 


Betrachtungen notwendig sind. 


$ 3. 
1. Bei den Abteilungen I, IV, VII mit zwei geraden Zahlen findet 
man den Wert einer Summe unmittelbar aus der Tatsache, daß die Summen 
R und Z einander gleich sind, während R+L’ bekannt ist. Da bei I auf 





*) Hermite, Acta mathematica, T. V. p. 315 (1884), Stern, Acta mathematica, 
T. VII. p. 93 (1886) und dieses Journal, Bd. 102, S. 11 (1888). 

**) Dirichlets Werke, Bd. II. S. 101 oder Hacks, Acta mathematica, T. X. S. 1 
(1887), Busche, Mitteilungen der math. Gesellschaft in Hamburg, Bd. IV, Heft 2, 
S. 63 (1902). 
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der Diagonale, abgesehen von den Endpunkten 4d—1 Gitterpunkte liegen, 
wo Öd hier und weiterhin den größten gemeinsamen Teiler der beiden vor- 
kommenden Zahlen bedeutet, so ist 
49—1 hzx 41—1 gy 11 1 1 

Denn zu der Hälfte aller Gitterpunkte in ABCD muß man noch 
die Hälfte der auf der Diagonale liegenden hinzufügen, um RQ) zu finden. 
Setzt man g=2a, h=2b, 40=(a,b)=g, wo nun a und b beliebige po- 
sitive ganze Zahlen >1 sind, deren größter gemeinsamer Teiler g ist, so 
erhält man die bekannte Formel 


3 [%]= 3-1) @-1) +17, 


die von Stern auf anderem Wege abgeleitet ist*). 
Bei IV liegen, wie man aus R%? sofort erkennt, auf der Diagonale 
nur dann Gitterpunkte, und zwar id, wenn h eine höhere Potenz von 2 


enthält als g, oder wenn 1=0 (mod 2) ist. Daher ist 

















;= 
Ig Ia—1r, y 
2, @x—1)h|_?, [sy , il_1 (il, ö 1+(—1) 
ae &| 77 \- > +5 19 (Sr DE ne 
Ebenso erhält man aus VII 
oh 
3) > E z—D)h | 1 En pi [es=ds | 1]. IE Du u ae 
: dg ai Ih 89777 2 


Jetzt liegen nämlich auf der Diagonale 4d‘ Gitterpunkte dann und 
nur dann, wenn g und h dieselbe Potenz von 2 als Faktor haben, d.h. 





wenn eh (mod 2) ist. Die letzten beiden Formeln kann man durch 
Einführung von 2a und 2b statt g und h wieder vereinfachen. 5 
2. Um die Quadrupel II und III zu behandeln, ist folgendes vor- 
auszuschicken. Setzt man für zwei tederfremde positive ganze Zahlen «a>1 

und 5>1 unter Abänderung einer Gaußschen Bezeichnung 
[;] 


[8X = zu 
iin (a|b) und (a|1) = (1]5)= (11) = 


ERETEHEÄTGIE TER 


#) Stern, v— Journal, Bd. 102, S. 12. 
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so bestehen bekanntlich zwischen dieser Funktion und dem Jacobischen 
Zeichen die Gleichungen 


E=--1) "und (&)=-(-1)" ", 


’ 
Mm 





wo die Striche andeuten sollen, daß je zwei in demselben Zeichen vor- 
kommende Zahlen relativ prim sind. Setzt man dann m= dm’, h= dh’, so ist 


m—1l 


la. i \ 
2: Bremen FT 
Diese Gleichung erhält man, indem man das Dreieck ABC bei A 
anfangend in ein Dreieck mit den Katheten 3m’ und 3A’ und in d—1 
Trapeze von der Breite 3m’ zerlegt und die letzteren abwechselnd als 
Differenz und als Summe aus einem Rechteck und einem Dreieck be- 
trachtet, dessen Hypotenuse auf AC liegt und dessen Gitterpunkte denen 


des ersten Dreiecks Punkt für Punkt entsprechen. Auf jeder horizontalen 
Gitterlinie eines Rechtecks liegen im ersten Falle en 1 im letzteren ” s 
Gitterpunkte. 

(Genau ebenso ergibt sich 


m—1l n—] 


(5.) 5 [r2]- [es dr N lm). at mtsc, 
21 | 2n +3 (n’|m’)+ m " 8 2 2 

Um noch die Funktionen (h’|m’) und (n’|m’), die sich nicht rational 
durch ihre Argumente ausdrücken lassen*), zu beseitigen, kann man statt 
(4.) und (5.) die folgenden Kongruenzen schreiben: 


m—1 h 








2 [hzx] 1— (4) m—l d— 
B> Fe um ic cn (mod 2), 
m—1 ‚ 
2 [na] m 1—(z) ”—1, m!’—1 d—1 : 
2 Ba rt (mod 2). 


Die Summen L® und L® werden berechnet, indem man bedenkt, 
daß sie von den entsprechenden Größen L’, die mit den R in der Be- 


ziehung R+L’= (}h a 1) ” — ‚kw= - — R... -— stehen, sich nur dadurch 


unterscheiden, daß bei Z die auf der Diagonale außer A noch liegenden 





*) Vgl. Busche, dieses Journal, Bd. 106, S. 80 (1890). 
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ö—1 
— 
L’ nicht. Wegen der Symmetrie der dritten Abteilung in bezug auf m und 


Gitterpunkte, deren Anzahl beidemal beträgt, mitzuzählen sind, bei 


n kann man aber L® auch direkt ebenso berechnen wie R® und erhält 
dann für d=1 das Reziprozitätsgesetz zwischen den Zeichen (m’|n’) und 
(n’|m’), den Ausgangspunkt aller dieser Untersuchungen. 

3. Die Abteilungen V und VI gehören wieder zusammen. Der Aus- 
druck LY’ ist in anderer Schreibweise und für d=1 zuerst von E. Schering 
betrachtet worden.*) Er hat den Satz ausgesprochen, daß diese Summe=0 
(mod 2) ist. Das habe ich in meiner Dissertation bewiesen; einen anderen 
Beweis hat Kronecker gegeben. Hacks und Stern haben den Zusammen- 
hang zwischen Z® und R® erkannt und Stern hat dadurch für d=1 den Rest 
(mod 2) von RY’ bestimmt, den Kronecker schon früher gefunden hatte **). 

Ich folge hier dem Beweise von Kronecker, indem ich ihn auf 
teilerverwandte m und n verallgemeinere. Der Beweis beruht auf der 
Bemerkung, daß [@+3] die nächste an « liegende ganze Zahl ist; eine 
Zweideutigkeit kann dabei für die hier zu benutzenden @ nicht eintreten, 
weil diese Zahl niemals gleich einer ganzen Zahl vermehrt um % wird. 
Es ıst also 


1 
y_ [=Y ı | 
N n 2 


immer absolut genommen <’%$ und daher 


wo der absolute Betrag von z eine der Zahlen 0, 2, ZZ ist. Man 


überzeugt sich leicht davon, daß für y=1,2,.- Zu diejenigen — 
Zahlen z, die zu y-n',20/,..1 n’ gehören, gleich Null sind, während 


die übrigen d-mal, abgesehen vom Vorzeichen, die Werte 1,2 Ar — durch- 


laufen. Daraus folgt wegen m=n=1 (mod 2) 


*) E. Schering, Abh. der Göttinger Gesellschaft der Wiss. Bd. XXIV. S.45 (1879). 

**) Busche: Über eine Beweismethode in der Zahlentheorie (Diss. Göttingen 
1883), S. 34. Kronecker, dieses Journal, Bd. 106, S. 347 (1890); Hacks, Acta mathe- 
matica, Bd. 12, S. 110 (1889), Stern, dieses Journal, Bd. 106, S. 342; Kronecker, 
‘Monatsberichte der Berliner Akademie (1884) oder Werke, Bd. 2, S. 506. 
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[my 2]= In, Alıyor.. „nl 
3 [7 +3]=1 424... ++ 8(1+2+.. +22) 


ent mi a1 


n—1 m—1 


|- S = +2]=° (mod 2). 


ı Lm 2 


Für d=1 erhält man den Satz von Schering. 
Ganz analog folgt aus dem Gleichungssystem 


+ z|=e (v-12.."7") 
n—1 
u Ig Re __ 
(7). 3 [°% 7 =] = B> rt + 4 2 r 2 (mod 2), wo n’= R ist. 
Bei den Quadrupeln V und VI liegen auf der Diagonale niemals 
Gitterpunkte*). Daher sind mit den Resten von L® und ZL® auch die 
von R® und R® unmittelbar gefunden. Es ist 


(8 SferDa]_ 3 [er—dm mini a 
| = 2m - u" we 3 tr 8 (mod 2), 
1 th 
9) 5 fr Zu] ee 3 PR 3er Bar: ME Ser RO 
- 29 z In > 5)=39%5 + R (mod 2). 


8 4. 


Wenn man die Gaußsche Bestimmung des biquadratischen Rest- 





*) Wahrscheinlich ist der Umstand, daß bei L% die eingeklammerte Zahl 
auch dann, wenn ö>1 ist, niemals ganzzahlig wird, der Grund dafür, daß Kronecker 
(d. Journ. Bd. 106) die Zahlen m und n nicht ausdrücklich als relativ prim voraus- 
setzt, obgleich der von ihm bewiesene Satz für d>>1 unrichtig werden kann. Meistens 
macht sich ja ein d>>1 durch Ganzzahligwerden des Arguments von [«] bemerkbar. 
In der Abhandlung in den Berl. Ber. ist es zweifelhaft, ob an der betreffenden Stelle 
m und » Primzahlen oder beliebige ungerade Zahlen sein sollen, da kurz vorher von 
Legendreschen Zeichen die Rede ist. Der dort betrachtete Ausdruck geht durch eine 
Substitution in RG über. 
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charakters für zwei ungerade Zahlen des Körpers K(:)*) weiter verfolgt, 
so wird man zu Ausdrücken von der Form 


2(- 1 [Xe)? 


geführt, deren Rest (mod 4) in Betracht zu ziehen ist. Dabei ist f(x) 
wieder eine reelle ganze lineare Funktion des reellen Argumentes x. Auch 
diese Summen lassen sich mittels der geometrischen Methode behandeln, 
wenn man sie in der folgenden Weise abändert. 

Den Gitterpunkten des Rechtecks ABCD, dessen Diagonale die 
Gleichung y=f(x) hat, werden schachbrettartig abwechselnd die Vorzeichen 
—1 und +1 zugeordnet, so daß der A zunächst, aber nicht auf dem 
Rande liegende Gitterpunkt das Zeichen -- 1 bekommt. Dann hat die 
Zahl (—1)”[f(z)]? inbezug auf den Modul 4 den Rest 0 oder (—1)”, je 
nachdem [/(x)] gerade oder ungerade ist, und 2(—1)’[f(z) hat den- 
selben Rest (mod 4) wie die Summe aller Vorzeichen der Gitterpunkte 
innerhalb des Dreiecks ABC, wobei die auf AC liegenden Gitterpunkte 
mitgerechnet werden, aber nicht die auf AB befindlichen. 

Ist 2= F(y) die inverse Funktion von y=f(x), so folgt hieraus, 
falls A der Anfangspunkt des Koordinatensystems ist, sofort die Kongruenz 


(1.) (17 [/(e)} + (AYIFW=—[ri-tfn? (mod 4), 


1 


wenn v die Länge von AB, also f{v) die von BC ist. Denn die Summe 
aller Vorzeichen der Gitterpunkte in dem Rechteck ist =0 (mod 4), wenn 
mindestens eine Seite eine gerade Zahl von Gitterpunkten enthält, sonst 
=—1, da der erste Gitterpunkt unten links das Zeichen —1 hat. Diese 
Kongruenz läßt sich auch ohne diese geometrische Betrachtung aus der 
identischen Gleichung ableiten, die ich in $ 2 zitiert habe **). 

Setzt man, wenn a und b beliebige positive teilerfremde Zahlen > 1sind, 


[3] ax]? 
3 (-17[%] = (@]b)) und (al) = (a8) = (al)=0, 


*) @auß, Werke, Bd. II, S. 335 und 374. 
**, Vgl. auch dieses Journal, Bd. 103, S. 182, wo ich eine etwas allge- 
meinere Formel aus einer weniger allgemeinen Transformationsformel abgeleitet habe. 
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so ist nach (l.) 
2 Ih 12 
(2.) (al) + @la)=—|$]* ||” (mod 2. 
Von jetzt an möge der Modul 4 bei einer Kongruenz weggelassen werden. 
Um das Reziprozitätsgesetz (2.) für die Berechnung von ((«|b)) 
nutzbar zu machen, ist eine Beziehung zwischen ((«-+Ab|b)) und ((a|b)) 
aufzusuchen. Es ist 
(3.) E-ıp.[etina 2 Fear.(jes = Lo: Be 12 22 
> \- = +222|%] + #22). 


1 h 1 b 





Wegen des zweiten Gliedes rechts liefert diese Gleichung nur dann ein 
brauchbares Resultat, wenn A gerade ist*). Für =2u ist 


(4.) ((a+2ub|b))= ((a|b)). 
Da ferner für Zub>a 





[5] m i 
(-a+2udlb)= 2 (-1%.(-|]-ı) 
1 5 
und 
2 [1 
ax| __ ax |” € Fe |. 
:[7]=2|[$]), zeV=-|[] 
*) Es möge jedoch bemerkt werden, daß man die Gleichung (3.) benutzen 
5 
kann, um den Rest der Summe 5 er auf ((a+5'b)) zurückzuführen. Für A =1 
1 
erhält man nämlich, indem man bedenkt, daß 
[5] 
Tee lileoufifeol un greni 
[°] +2x , =(2r-+]1) , =(—]) n; und zZ -1):r u ir TE 
ist, 
al: 
> je = ((a +5|)) + Ba 
1 
[5] 


2 
Für 3 E& gibt es höchstwahrscheinlich kein Reziprozitätsgesetz, denn aus dem 
1 


mehrfach erwähnten allgemeinen Satz (Hamb. Mitt. 1902) erhält man 
Fl. [6] 
+ rer-n-G]-R) 
z|5]+=|- @y=D=[3] [5]; 
eine Gleichung, die auch (mod 4) keine reziproke Beziehung liefert. 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 1. 
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ist, so ist 
(5.) (—a+2ub|b))=— (|) —|3| 


Stellt man also für a und b einen Euklidischen Algorıthmus mit 
lauter geraden Quotienten auf, so ermöglichen die Formeln (2.), (4.), (5.) 
die Berechnung des Zeichens ((a|b)). Für «a=100, b=23 erhält man 
z. B. aus dem folgenden links stehenden Gleichungssystem das rechts 


> 
- 
. 


stehende System von Kongruenzen: 


100—=4-23+8,  ((100]3))= ((8|8)) =—((23]|8)), 
23=2.8 +7, (2B3[8)= (78)) =-((8|N), 
8=2.7 —6, (Cl 87 )=—((6|7 )-1= (ll 7)6))—2, 
7=2.6 —5, ( 716 )=—(6[6 )-1= ((6|5))—1, 
6=2.5 —4, ( 65 )=E-(5) = ((05lM)), 
5=2.4 —3, (( 5 )=-(B4)) = (( 49), 
4=2.3 —2, ( 23 )=E-(@l3 )-1= ((3]2))—2, 
3=2.2 —l, (( 32 )=—-(1|2 )-1=—1, 


und daraus folgt ((100|23))=2. Wenn, wie es hier der Fall ist, zuletzt 
alle Zahlen der Reihe nach ın dem Algorithmus vorkommen, so kann man 
die Rechnung natürlich durch eine besondere Vorschrift leicht abkürzen. 

Trotz der Analogie zwischen ((a|b)) und (a|b) ist doch zwischen 
diesen Symbolen deshalb ein großer Unterschied, weil für («|b), wenn b 
ungerade ist, die Beziehung zu dem Jacobischen Zeichen besteht, während 
ein dem Jacobischen Zeichen analoges Symbol mit Multiplikationstheoremen, 
das man ((a|b)) zuordnen könnte, anscheinend nicht vorhanden ist. Aus 
diesem Grunde hauptsächlich reicht auch das Reziprozitätsgesetz für ((a|b)) 
durchaus nicht hin, um daraus einen Beweis des biquadratischen Rezi- 
prozitätsgesetzes abzuleiten. Es scheint vielmehr zu diesem Zweck unerläßlich 
zu sein, noch andere Theoreme heranzuziehen, von denen ich jetzt einige 
herleiten werde, die auch an und für sich von Interesse sind. 


85. 


1. Zuerst möge der Rest der Summe 





S- 5 (1)? er 


1 


2m 
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berechnet werden. In dem Rechteck ABCD, wo 4A in der Mitte einer 
horizontalen Quadratseite des Gitters liegt, sind auf jeder Vertikalreihe 
n—1, auf jeder Horizontalreihe m Gitterpunkte; die Diagonale ist frei von 
solchen Punkten. Man teile das Dreieck ABC durch die mittlere Verti- 
kalreihe EF ın das Dreieck AEF und das Trapez EBCF. Die Linie EF 
gehöre keiner der beiden Figuren an. Dann lasse man der g-ten Verti- 
kalreihe im Dreieck die (m—eo+1)-te Vertikalreihe entsprechen, die in 
dem Trapez liegt. Weil m ungerade ist, fangen zwei entsprechende Verti- 
kalreihen mit einem Gitterpunkt desselben Vorzeichens an. Zwei entsprechende 
Vertikalreihen liefern nun denselben Beitrag zu dem Rest von 8. Denn das 
Stück einer ganzen Vertikalreihe des Rechtecks, das die Verlängerung 
einer Trapezreihe ist, stimmt mit der entsprechenden Dreiecksreihe in der 
Verteilung der darauf liegenden Gitterpunkte überein, wenn man beide 
Strecken vom Rande des Rechtecks nach der Diagonale hin durchläuft. 
Aber homologe Gitterpunkte auf beiden Strecken haben entgegengesetzte 
Vorzeichen, weil n ungerade ist. Deshalb hat der letzte Gitterpunkt der 
Trapezreihe dasselbe Vorzeichen wie der letzte Gitterpunkt der ent- 
sprechenden Dreiecksreihe, und daraus folgt, weil ja auch die Anfangs- 
punkte übereinstimmen, die Behauptung über den Beitrag der beiden 


Reihen zu dem Rest von S. Auf der mittleren Vertikalreihe EF liegen 
n—1 n: ak. 


Ha Gitterpunkte, und der erste von ıhnen ıst mit — (—1) 2 bezeichnet. 
Es ist also 
m—1 
AUG a ae mi n—1\8 
Bin] (0705 


oder nach (8.) von $ 3 
A (m — 1) (n—1) . Hui 1): - (1 : 





”“ 2 4 2 
Die rechte Seite kann noch vereinfacht werden; es ergibt sich dann 
an ‚[22—1) er ven n—1 
(1) 3-Y P]=-07) + 
2. Sehr leicht läßt sich der Rest von 
vr M 4% ee) 
wi < zu | 29 


finden. Denn wenn man ebenso verfährt wie vorher, so sieht man, daß 


- 


7 * 
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wegen der geraden Zahl von Gitterpunkten in einer Horizontalreihe des 
Rechtecks jetzt zwei entsprechende Vertikalreihen des Dreiecks und des 
Trapezes zusammen den Beitrag Null zu dem Rest von 8’ liefern. Da 
EF jetzt keine Gitterlinie ist, so ist demnach 


. 3(-1 ” or .. 





3. Bei der Berechnung des Restes von 


nes 





ist zu beachten, daß auf der Diagonale immer Jd Gitterpunkte liegen. Die 
mittlere Vertikalreihe EF, die jetzt wieder Gitterlinie ist, hat nämlich den 


Gitterpunkt F auf der Diagonale, und auf beiden Hälften der Diagonale 


liegen jetzt noch je em Gitterpunkte. Rechnet man nun zunächst diese 


’ = Gitterpunkte auf der zweiten Hälfte FC der Diagonale nicht mit und 


nennt die so abgeänderte Summe S”, so geben je zwei entsprechende 
Vertikalreihen des Dreiecks und des Trapezes zusammen abwechselnd den 


Beitrag —1l und +1 zu dem Pa: von 8/, alle zusammen also den Bei- 


trag —(—— 2); EF |iefert TER r.(& ). Da ferner, weil man von 


einem NT auf der Diagonale zu dem nächsten auf der Diagonale 
liegenden Gitterpunkt um eine ungerade Zahl von Einheiten nach rechts, 


um eine gerade Zahl nach oben gehen muß, diese Gitterpunkte esse 
- 


Vorzeichen haben und der mittlere F das Zeichen (—1) "2 = hat, so hat 
der erste von den bisher nicht mitgerechneten Gitterpunkten das Zeichen 

m+ Ansen 
—(—1) 2° , und diese geben also zusammen den Beitrag 

"+1 „ö—1\2 
—(—1) 2 (— 

Daher ist 

.. m—1\° ’Y Sa zum öo—1\? 

ee ee. 


Vereinfacht man die rechte Seite wieder, so erhält man 


(3.) B5 -ıR Me - Ber, 2 1. 


1 


2m 
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4. Um den Rest von 


zu berechnen, betrachte man zuerst den Fall, wo g=2°.m, h=2”.n und 
«+ ist. DBezeichnet man dann mit >1 die kleinere der Zahlen « und /, 
so zerlege man das Dreieck ABC in ein Dreieck und 2’—1 Trapeze von 


der Breite z und jedes Trapez in ein Rechteck, dessen Höhe ein Viel- 


h. ) 
faches von 5, Ist und ein dem ersten kongruentes Dreieck, dessen Hypo- 


tenuse ein Stück von AC ist. Die Gitterpunktzahl in jedem Rechteck 
ist, da mindestens eine der beiden Seiten gerade ist, eine gerade Zahl, die 
Summe ihrer Vorzeichen also =0. Von irgend einem Gitterpunkt eines 
Dreiecks gelangt man zu dem homologen des nächstfolgenden Dreiecks, 


’ ) R u 
indem man um 57 Einheiten nach rechts und um ,, Einheiten nach oben 


geht. Weil eine und nur eine dieser beiden Zahlen ungerade ist, so haben 
homologe Gitterpunkte in benachbarten Dreiecken entgegengesetzte Vor- 
zeichen, und alle Dreiecke liefern also, da ihre Anzahl 2’ gerade ist, den 
Beitrag Null zu dem gesuchten Rest. In diesem Falle ist also S’=0. 


Ist dagegen e=f=y, so haben, weil gr und = jetzt beide un- 


gerade sind, homologe Gitterpunkte in allen Dreiecken dasselbe Vorzeichen, 
alle Dreiecke liefern denselben Beitrag zu dem Rest von $’””, der also =0 
ist, wenn y>2 ist. Von den Rechtecken geben jetzt das 1., 3., 5. ... 
den Beitrag +1, da diese Rechtecke zwei ungerade Seiten haben und 
jedesmal der erste Gitterpunkt unten links positiv ist, die übrigen Recht- 
ecke mit je einer geraden Seite liefern den Beitrag Null. Da die Anzahl 
der ersten Rechtecke gleich 2°”! ist, so geben sie zusammen den Beitrag 


27 1m2, wenn 7 2 ist. Das ist also auch der Rest von $”” für >>2. 
Ist y=1, so sind zwei Dreiecke vorhanden, die denselben Beitrag geben, 
und ein Rechteck mit der Gitterpunktsumme +1. Da die Dreiecke un- 


2. so kann die Formel (1.) an- 


Beide Dreiecke liefern danach zusammen den Beitrag 


gerade Katheten haben, nämlich 4 und 


gewendet werden. 
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h__1n? gen 
| —2( ” Pe Sn = 2—1, wo d, = 2 ist. Fügt man den Beitrag +1 
h 


des Rechtecks hinzu, so ist auch jetzt S’”’= 5° 
Die Fälle «@#ß und «= können in folgende Formel zusammen- 
gefaßt werden: 


gh 
| Ss (—_1)7 en ne h 
ie 4 | TB ur u 
Den jetzt behandelten Summen entsprechen gewisse Summen R, des $ 1. 
Natürlich sind mit ihnen auch die den R, entsprechenden Summen ge- 
funden. Die den Summen Z, analogen Summen sind von den mit den R 


analogen nicht verschieden. 


8 6. 


Es soll jetzt eine Beziehung zwischen ((g|m)) und ((Ajn)) unter der 


Voraussetzung 
gn—hm=2e, 


wo e=-+]1 ist, aufgesucht werden. Wie es die Definition dieser Symbole 
verlangt, sind g und m, sowie h und n teilerfremd, und es kann g>h und 
deshalb auch m >n vorausgesetzt werden. 

Die Funktion ((g]m)) ıst kongruent der Summe der Vorzeichen 
der Gitterpunkte in einem rechtwinkligen Dreieck ABC, wo A ein Gitter- 
punkt, AB=3m, BÜ=3%g ist. Ebenso ist ((A|n)) kongruent der ent- 
sprechenden Summe für das rechtwinklige Dreieck AEF, wo E auf AB, F 
in der Nähe von AC innerhalb oder außerhalb des Dreiecks ABC liegt, 
je nachdem e= +1 oder =—1, und AE=#%n, EF=}h ist. Verbindet 
man F mit C, so liegt in dem Dreieck AFC kein Gitterpunkt, weder auf 
dem Rande (abgesehen von 4), noch im Innern. Denn erst in dem 
Parallelogramm, dessen Seiten doppelt so lang wie AF und AC sind, liegt, 
weil sein Flächeninhalt = £2 ist, im Innern genau ein Gitterpunkt und 
zwar im Mittelpunkt, der sich außerhalb des Dreiecks AFC befindet. Be- 
zeichnet man also noch mit @ den Schnittpunkt der durch F gehenden 
horizontalen Gitterlinie mit der vertikalen Linie BO, so ist ((g|m))—((h|n)) 


kongruent der Summe der Gitterpunktvorzeichen in dem Rechteck EB@F 
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und in dem Dreieck F@C. Das Rechteck, zu dem FG gerechnet wird, 
hat seine Eckpunkte auf der Mitte je einer Gitterquadratseite; es hat, die 


Seiten —.— und 4 Das Dreieck F@GC ıst, weil sein Eckpunkt F auf der 


Mitte einer Quadratseite liegt, ein solches Dreieck wie das im vorigen 
Paragraphen betrachtete Dreieck ABC, so daß die dort angegebenen Formeln 


hier benutzt werden können. Die Kathete G0 =? = ist wegen gn—hm=2: 


ungerade, und wegen (g—h)n—h(m—n)=2e relativ prim zu der Kathete 


FG = —— also das hier vorkommende d=1. 
—n 


Ist nun zuerst _— =0 (mod 2), so ıst die Vorzeichensumme des 


Rechtecks =0 und ebenso nach (2.) von $ 5 die des Dreiecks. Für 


m=n ist also 
(1.) ((glm))—((Aln))=o. 


ı . . . r . 
ungerade ist, so ist die Summe der Vorzeichen des 


Mm 
Wenn 





2 
n—l1 


Rechtecks, weil der erste Gitterpunkt unten lınks das Zeichen — (—1) ? 
— 
hat, =—(—]1) :G 4 Der Gitterpunkt, der von F aus um } nach rechts, 


n—1 h 
o + ‘ 


um 1 nach oben zu liegt, hat das Vorzeichen —(—1) * *. Daher ist 
nach (1.) von $ 5 die Summe der Vorzeichen in dem Dreieck F@C kon- 


n—1, Ah ne... 2 
gruent —(—1) ? Her ‚da d=1 ist. Für m&n ist deshalb 


n—1 


2) (ma), 


Der Rest des Klammerausdruckes Ä ın der geschweiften Klammer 
bleibt unverändert, wenn g und Ah sich um je ein Vielfaches von 8 ändern. 
Ist nun zuerst = +1 und n=l1, so ist, wenn h=0,2,4,6 (mod 8) ist, 
wegen gn—hm=2 zugleich bzw. g=2,0,6,4 (mod 8) und jedesmal ergibt 
sschXÄ=0. Füre=+1,n=3 ist mith=0,2, 4, 6 (mod 8) bzw. 9g=6, 4, 2, 0 
(mod 8), und es ist immer Ä=1. Wenn e=-—1 ıst, so folgt genau 
ebenso, daß fürn=1 jetzt KÄ=1, fürn=3 aber KÄ=0 ist. Die Formeln 
(1.) und (2.) lassen sich hiernach derart zusammenfassen, daß folgender 
Satz bewiesen ist: 
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Es ist unter der Voraussetzung gn—hm=2:,8= +1, 


n—1 


BIN (g|m))—(A|n))= nn au (ey. 





Für den Modul 2 geht diese Kongruenz in eine solche für (g|m) 
und (k|n) über. Setzt man g=2a, h=2b und schreibt statt der Kon- 
gruenz (mod 2) eine Gleichung mit Jacobischen Zeichen, so erhält man 


(4.) (2) er .(—1 le > an—bm=e. 


Diese Gleichung, die natürlich direkt durch eine viel einfachere geometrische 
Betrachtung hätte gefunden werden können, läßt sich auch aus dem qua- 
dratischen Reziprozitätsgesetz ableiten*.. Denn es ist, wel m und n 
relativ prim sind, 


YI-GHIH- nF en 


m—i n—1 m—n m—3 n—1 


-(*), —).-1 ZNEMEE:t 





Umgekehrt folgt das quadratische Reziprozitätsgesetz aus der Glei- 
chung (4.), so daß deren direkte Herleitung einen neuen, verhältnismäßig 
originellen, Beweis dieses Gesetzes enthält, der allerdings nicht so einfach 
ist wie der Eisensteinsche Beweis, aber auch, weil die Zahlen g und Ah 
gerade sind, keiner Umformung der unmittelbar aus dem G@außschen Lemma 
folgenden Summe von größten Ganzen bedarf. 

Die Gleichung (4.) liefert übrigens ein theoretisch einfacheres Mittel 


zur Berechnung von (2) als das Reziprozitätsgesetz, da man ohne jede Be- 





*) Die Gleichung (4.) ist ein besonderer Fall der Formel 


O-OEH- nF 


wenn an—bm=y ist und y eine positive oder negative zu m und n teilerfremde 
Zahl bedeutet. | 
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nutzung von weiteren Eigenschaften des Jacobischen Zeichens von den 
größeren Zahlen a,m zu den kleineren b,n übergeht. Diese letzteren 
Zahlen ergeben sich als Zähler und Nenner des vorletzten Näherungsbruches 


bei der Entwicklung von “ in einen gewöhnlichen Kettenbruch. Sollte sich 


m 
dabei zunächst, wenn «a gerade ist, statt n eine gerade Zahl % einstellen, 
so muß man % durch m—%k und b durch a—b ersetzen; es ist ja mit 
ak—bm=e zugleich a(m— k)— (a—b)Jm=—e. 

Die eigentliche Bedeutung der Kongruenz (3.) beruht aber weder 
auf diesen Bemerkungen, noch auf der durch sie bewirkten Zurückführung 
von ((g]m)) auf das Zeichen ((A|n)) mit kleineren Zahlen, sondern auf 
der Tatsache, daß sich aus ihr ein einfacher, rein arithmetischer Beweis 
des biquadratischen Reziprozitätsgesetzes für die komplexen Zahlen m-+-gr 
und n-+ hi, die der Bedingung gn— hm =2e genügen, herleiten läßt. Auf 
diesen Gegenstand hoffe ich später zurückkommen zu können. 
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Sur la tendance des systemes materiels a echapper 


au frottement. 


Par M. Georges Remoundos a Athenes. 





1. Je me propose‘ de developper icı quelques resultats servant ä 
preciser un principe remarquable de la Möcanique rationnelle enonce pour 
la premiere fois par M. Appell et concernant la tendance des systemes 
materiels ä &chapper au frottement. Le principe de M. Appell a ete 
enonce dans un article publie dans le Bulletin mensuel de Tl’ Association 
frangaise pour l’avancement des Sciences (Sur quelques questions de Mecanique 
rationnelle, No. 8, octobre 1905) et ensuite ıl a ete developpe dans une 
Note publiee dans ce Journal [P. Appell, Sur la tendance des systemes 
materiels ä @chapper au frottement, Bd. 133, Heft 2]. 

L’enonce de M. Appell consiste en ce que le travail dü au frotte- 
ment tend vers zero pour la plupart des syst&mes usuels; j’etablis ici 
les resultats suivants qui precisent le mode de variation du travail dü au 
frottement considere comme infiniment petit, ä savoir. 

Sı nous designons avec M. Appell par $ la quantite: 


(1.) $P=fh Nr +hNen+-+h,N,r, 


ou fi, fe, +++ /, sont les coefficients du frottement, N,, N;,,--- N, les valeurs 
absolues des reactions normales, v,,”,, +++», les valeurs des vitesses de 
glissement relatives des points mat£eriels au contact dans les divers corps 
frottants associes deux & deux, nous obtenons les theoremes suivants: 

I. Il existe une suite indefinie de valeurs de t (croissant indefiniment ) 


satisfaisant a Vinegalite: 
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(2.) 2<'. 


Autrement dit, la quantite PD, consideree comme infiniment petite est d’un ordre 


nd 2 er . ar 
infinitesimal egal ou superieur a celui de la quantite r2 


Sı nous designons par T la demi-force vive, /7T le potentiel des 
forces interieures, U le potentiel des forces exterieures, qui reste införieur 
ä une limite fixe L, nous avons le theor&eme suivant: 

II. D’etendue d’un intervalle de temps commencant par la valeur t= ty 
et dont aucune valeur ne satisfait a linegalite 


ji 
D , t ’ 
dort etre inferieure a la quantite: 


t, Er g 2 —_ 1) 


L designant la constante ci-dessus iniquee et Q, la valeur pour t=t, de la 
quantite Q defime par Vegalte Q=- T+IMT—U. 

III. Il existe une suite indefinie de valeurs du temps t (croissant 
indefiniment ) satisfarsart a Vrinegalite: 


(3.) ee SA 


IV. Il existe une suite indefinie de valeurs du temps t (croissant in- 
definiment) satisfarsant a linegalite: 


A 
t (log) (log. t) (log3t) -- (logmt) 





(4.) B< 


Pindice m etant quelconque et A designant toujours une constante quel- 


conque. 


g* 
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Le theoreme III est une consequence du theoreme I, puisqu’il 
’ D ı. j EEE 
fournit une limite plus grande que -; il presente cependant un interet 


particulier parce que l’emploi de la limite — donne lieu ä une reduction 


remarquable des intervalles de temps exceptionnels, c’est-ä-dire des inter- 
valles qui font defaut au principe de M. Appell. 
Une partie de ces resultats a ete communiquee ä l’Acad&mie des 
sciences de Paris et un resume est publi& dans les Comptes rendus (3 aoüt 1908). 
2. Nous prenons, avec M. Appell, comme point de depart l’&qua- 
tion du theor&me des forces vives €crite sous la forme: 


(5.) d(T + H-U)=—bdt 


—b designant la quantıte cı-dessus definie. Soit Y(£) une fonction qui 
tend vers zero*), lorsque le temps ? croit indefiniment, et dont l’integrale 
| / ydt tend vers Vinfini restant toujours positive et supposons que nous 
'ayons l’inegalıte: 


P>ypit) 


ä partir d’une valeur du temps ? (linegalite subsistant pour toutes les 
valeurs suivantes de 2); ıl en resulterait: 


(6.) AT +N—-U)<—gplt)de 
ou bien 
z _- II — U<-/% (t) dt — (C (C €tant une constante) 
d’ou 
(7.) T+<—/g(t)d+C+L, 


puisque le potentiel U est, par hypothese, inferieure ä& une quantite fixe 


L. L’integrale [ yp(t)dt tendant vers ’infini, lorsque le temps  croit inde- 





*) ou bien restant finie. 


i 





} 
a 
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finiment, linegalite (7.) devient visiblement impossible ä partir d’une 
certaine valeur du temps £, parce que les quantites 7 et /7 sont toujours 
positives. 


En employant la fonction y(t)=4, oü A designe une constante, 
nous obtenons le resultat de M. Appell (Ce Journal, Sur la tendance des 
systemes materiels & echapper au frottement, Bd. 133, Heft 2). 


} u aba 
L’emploi de la fonction p(t)= ;, oü A designe aussi une constante, 


F* 


Bi ’ ‚log t 
nous conduit au theoreme I, Vemploi de la fonction ylt)=/ - nous 


conduit au theoreme III et enfin l’emploi de la fonction*): 


(8.) Pm (£) — n u 


nous conduit au theoreme IV; nous obtenons ainsi d’un coup ces trois 
theoremes enonces dans le No. 1 ainsi que le resultat obtenu par M. Appell. 
La formule (8.) nous fournit une suite indefinie de fonctions tendant vers 
zero, lorsque le temps 2 croit indefiniment, qui peuvent servir de limites 
pour le travail dü au frottement. es fonctions Y,„(t) sont d’un ordre in- 
finitesimal de plus en plus croissant: j’entends par lä que le rapport 
pn (t):P„_ı(t) tend vers zero, lorsque £ croit indefiniment, quel que soit Vin- 
dicee m. Nous avons, donc, une precision remarquable du mode, dont 
tend vers zero le travail dü au frottement. 


L’etendue des intervalles exceptionnels. 


3. Dans le cas oü la quantite & varie en oscillant, nous ne 
pouvons rien dire & priori de sa limite superieure (Note citee); en eta- 
blissant cependant le theor&eme II nous obtenons un resultat interessant 
concernant la variation de la limite superieure et fournissant une limite 
superieure de l’etendue des intervalles exceptionnels, c’est-ä-dire des inter- 


valles de temps, dont aucune valeur ne satisfait ä l’inegalite B<', 





*) Son integrale est, en effet, &gale ä Alog,.,t+C et tend vers linfini 
pour t=w., 
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Considerons un tel intervalle / et soient t, et £, (t,>t,) deux va- 
leurs de cet intervalle: nous aurons: | 


(9.) 5>#, w w.i.uR dt+n-0)<—:, 
(T + H— U), —(T + H— U), <-—i(logt,—logt,) 


ou bien 


k t 
Q, En Q),, —i log n 


en posant Q=T+IIT—U et en designant par Q, et Q, les valeurs pour 
—t, et i=t, de la quantite ©. 
L’inegalit& (9.) peut s’ecrire aussi de la facon suivante: 
(T+ IM),—Q,<L—ilog 
0 
ou bien 


(10.) (T+M,<L+Q,—hlogt, 


puisque nous avons, par hypothese, l’inegalite U<L. 
Le premier membre de l’inegalite (10.) etant toujours positif, nous 
en concluons: 


(103.) log, <g ltr 


ou bien 


FE Fr ia, 


Si, done, nous designons par E l’etendue de l’intervalle exceptionnel 
commengant par la valeur ?=t,, nous aurons: 
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(11.) E<t, 6# Fa Bann 1). 


Si la quantiie Q9=T+77—U Teste finie, le theoreme ci-dessus 
demontre montre que le rapport t,:t, des extremites des intervalles excep- 
tionnels reste fini, ce qui donne un renseignement sur l’&tendue de ces 
intervalles. Dans ce qui va suivre, nous supposerons que la quantite Q 
reste fine. La formule (11.) exprime le theoreme II. 


ae t 
L’avantage de la limite =! 


4. Le resultat obtenu dans le No. precedent ne nous permet pas 
de considerer comme negligeahle l’etendue d’un intervalle exceptionnel 
suffisamment eloigne par rapport au temps qui s’est £&coule jusqu’au 
commencement de cet intervalle; la formule (11.) ne nous permet pas, en 
effet, de conclure que le rapport E:t, tend vers zero, lorsque ?, tend vers 
P’infini. Nous demontrerons, donc, qu’il est possible d’avoir cette conclusion 
A log t 

— 
Supposons que la quantite & varie en oscillant et qu’il y ait une 





par l’emploi de la fonction: 


infinite d’intervalles exceptionnels par rapport ä l’inegalite: 


Si nous designons par t, et t, le commencement et la valeur finale 
de l’intervalle exceptionnel /, de rang n, nous remarquons que toute valeur 
de cet intervalle satisfait ä la formule: 


(12.) a Sn 


et, par consequent, l’e&tendue de cet intervalle ne saurait etre sup£erieure 
& celle de l’intervalle de temps exceptionnel commengant par la valeur 
t„ et relatif & l’inegalıte: 


b< 5 z=Alogt,. 
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Or, comme nous avons demontre dans le No. precedent, l’etendue 
de ce dernier intervalle est inferieure ä 


(e Fiss arR 1). 


Nous aurons, done: 


2 1Q 
(13.) E,<t,(ee* u 
E,„ designant l’etendue de l’intervalle Z/,. Il en resulte: 


En = UR 
< or e: —1. 


Le second membre de cette inegalite tend vers zero, lorsque le 
temps £, tend vers l’infini, puisque la quantite < tend vers l’infini, tandis 
que Q;, reste fin; nous en concluons que le rapport E,„:t, tend aussi vers 
zero et, par consequent, l’etendue Z, est negligeable par rapport au temps 


t„.  L’emploi, done, de la limite _. ‚ qui est d’un ordre de grandeur 


[4 ® x A » » . . 
superieur d 7, presente V’avantage que l’etendue d’un intervalle exceptionnel 


suffisamment eloigne est negligeable par rapport au temps, qui s’est Ecoule 
jusqu’au commencement (ou jusqua la fin) de cet intervalle. 


Les remarques de M. Daniele. 


5. Dans un travail publie recemment dans le Nuovo Crmento (Serie 
V, vol. XV, fascicolo di Giugno 1908, Sulla tendenza dei sistemi materialı 
a sfuggire al vincoli con attrito) M. Daniele a fait des remarques interessantes 


sur le principe de M. Appell: L’egalite 


(14.) P=hNn+hNnte+hN,® 


montre que l’annulation de chaque terme /„N,„»,„ se fait par l’annulation 
ou bien de la reaction normale N, ou bien de la vitesse »v„ ou bien de 
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toutes les deux. M. Daniele a remarque avec raison que le cas, ol l’e- 
vanouissement du travail dü au frottement provient seulement de l’annulation 
des vitesses Y,,Y3,+++-v,, n'est pas celuı qui nous interesse beaucoup au 
point de vue du principe enonce par M. Appell, et il serait interessant de 
donner des exemples ou une, au moins, des reactions normales N, tend 
vers zero. M. Daniele a donne un tel exemple. Les exemples cites par 
M. M. Appell (Note cıtee) et Lecornu (Bull. de la Soc. math. de Fr. Sur 
V’extinction du frottement, t. 35 [1907]) se rapportent au cas ou l’&vanouis- 
sement de & est dü seulement ä lannulation des vitesses v,,v3, +++" rv,. 
Je tiens ä observer ici que le principe de M. Appell est exprim& comme 
une tendance des systemes mat£eriels ä Echapper au frottement et non pas 
a annuler le frottement: ils &chappent au frottement par Vannulation du 
travail dü au frottement. Il en resulte que pour le principe de M. Appell 
(sous la forme @noncee par son auteur) tous les cas sont @galement inte- 
ressants et que les exemples donnes par M. Daniele dans son travail ci- 
dessus cite presentent un interet particulier pour un cas partieulier du 
principe, celui qui correspond ä l’evanouissement du frottement lui-meme 
et non seulement de son travail. 
Athenes, le 25 decembre 1908. 
Georges J. Remoundos. 
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Zusatz zu der Abhandlung „Zur Determinanten-Lehre“ 
des Herrn L. Saalschütz in Band 134 ds. Journals. 


Aus einer mir freundlich zugesandten Bemerkung des Herrn Esch 
(Valkenburg, Limb. Holland) erfuhr ich, daß der Satz in $1 meiner Arbeit 
bereits von Brioschi (ds. J. Bd. 52 S. 133ff.) aufgestellt worden ist. 

Auf den weiteren Inhalt meiner Arbeit ist die obige Prioritäts- 
Anerkennung, soviel ich sehe, ohne Einfluß. 


L. Saalschütz. 





Ein neues Bildnis von Dirichlet. 


Von einer bisher unveröffentlichten Photographie Dirichlets aus des 
Meisters letzten Lebensjahren, die alle andern durch Schönheit und Lebens- 
treue übertrifft, soll eine Vervielfältigung in Originalgröße, etwa 14/18cm, in 
Heliogravüre hergestellt werden, falls sich eine genügende Anzahl von 
Subskribenten meldet. Die Originalphotographie befindet sich im Besitze 
von Fräulein Lotte Nelson in Darmstadt, Moosbergstr. 43; Interessenten 
wollen die gewünschte Anzahl von Exemplaren (zum Preise von 2 Mark) 
bei dieser Dame bestellen. 
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Nouvelles applications des paramöetres 
continus ä& la theorie des formes quadratiques. 


Deuxieme M&moire. 


Recherches sur les parall&loödres primitifs. 


Par M. @eorges Voronoi a Varsovie. 
Seconde partie. 


Domaines de formes quadratiques correspondant 
aux differents types de paralleloedres primitifs. 


Section IV. 


Types differents de paralleloedres primitifs. 


Sur le nombre des faces a n—1 dimensions d’un paralleloedre primitif. 


85. Theoreme. Le nombre des faces a n--1l dimensions d’un paralle- 
loedre primitif est egal a 2 (2"—1). 


Supposons qu’un paralleloedre primitif R correspondant ä une forme 
quadratique positive F8a,,x,;x, soit defini par les inegalites independantes 


(1.) SFa,lalı +2 2el,>0. (k=1,2,...7) 
Nous avons vu au n®48 que chaque systeme 


(2.) +lbuaslapıe sole); (&=1,2,...7) 


represente le minimum de la forme quadratique IFa,,z;r, dans l’ensemble 


u 
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compose de tous les syst&mes de nombres entiers qui sont congrus au 
systeme +(/,) par rapport au module 2. La forme Z8u,,x,x, ne possede 
dans cet ensemble que deux representations +(l,) du minimum. 

Partageons l’ensemble EZ, compose de tous les systemes (z,) de 
nombres entiers 2,, %,,...%,, en 2" classes 


E,;  FARRRRe. ou m=#—1 


par rapport au module 2 et supposons que l’ensemble EZ, soit compose 
de syst&mes dont les elements ont le diviseur commun 2. 
Tous les systemes (2.) n’appartiennent qu’aux ensembles differents 


E,, E.,...E,„ ou m—=2"—l. 


Il s’ensuit que 
T<P—1. 


Je dis que =2"—1. Admettons que parmi les systemes (2.) ne 
se trouvent pas les syst&mes appartenant ä un ensemble E, et determi- 
nons le minimum de la forme Z8a,,x,r, dans l’ensemble E,. Soit (l,) 
une representation de ce minimum. 

Designons par 


(3.) (1), (&2),..- (@;) 


les sommets du paralleloedre R defini par les inegalites (1.) et examinons 

les valeurs de la fonction Fa, l;l,+2 3«e;l; qui correspondent aux differents 

sommets (3.). Supposons que la somme ZFa,, l;l, +2 Fa, !; soitla plus petite. 
En vertu de la supposition faite, on aura les inegalites 


(4.) z24, Lil, J- 22«,;, L,>ZZa,lil, + 280, AR (r=1,2,...8) 
En observant que chaque point («;) appartenant au paralleloedre 


R peut &tre determine par les Egalites 


,=2%,0, ou 29, =]1 et 9,>0, (= 1,2,...8) 


r=1 


on deduira des inegalites (4.) une inegalıte 
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(5.) 0,41, +2 3a, ><2a,li;, +2 3Fa,;l, 


qui subsiste, quel que soit un point («,) appartenant au paralleloedre R. 
Le systeme (l,) qui represente le minimum de la forme SFa,xr,x, dans 
l’ensemble Z, verifie V’ınegalite 


22 4,2,%,— 23a, 21, >0 
dans l’ensemble E. Il en resulte que le point 


n 


j=1 


appartient au paralleloedre R. En faisant dans l’inegalite (5.) 0,=$&,, 
on obtient 
22a,ll,+2 Za,l<d. 
Le sommet («,) du paralleloedre R verifie l’inegalıte 
<2a,ll, +2 20, >0, 
done ıl est necessaire que 


(6.) Z>a,ll, +2 2a,l,=0. 


Cela pose, observons que le sommet («,) du paralleloedre primitif 
est simple. 
Designons par 


„ni +22, =0, (r=1,2,...n) 


n @quations qui definissent le sommet («,.) dans le paralleloedre R. Comme 
le sommet («,) est simple, on aura une inegalite 


quelles que soient les valeurs entieresde x,, X, ,... x,, lesysteme (0) et les syst&mes 


(7.) (di), (2), +» - (in) 


etant exclus. En vertu de l’egalite (6.), le systeme (l,) se trouve parmi 


les systems (7.) qui tous appartiennent ä la serie (2.). 


10* 
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Il est done demontre que 


et que le nombre des faces ä n—1 dimensions du paralleloedre R est egal ä 
27=2 (1). 


Definition du type de paralleloedres primitifs. 
96. Examinons un paralleloedre primitif R determine ä l’aide des 
inegalıtes independantes 


SFa,;,lulı +2 el, >0. (k=1,2,...0 00 u=2 (@*—1)) 
Designons par 
(@i1)> (&i2)s--- (@;,) 
les sommets du paralleloedre k. On les determinera & l’aide des equations 


22a, Im IP + 2 zZ 0% IM — 0. (r=1,2,...n, k=1, 2,...8) 


Chaque sommet («@,) (k=1,2,...s) est caracterise par n systemes 
de nombres entiers 


(1.) (I), (),-.. (2); (k=1,2,...#) 





dont le determinant +w, ne s’annule pas. 
Designons, pour abreger, n systemes (1.) par un symbole 


une}. 


Tous les sommets du paralleloedre primitif R seront caracterises 
par un ensemble de symboles 


(2. u rn). 


Cela pose, examinons un autre paralleloedre primitif R’ correspondant 
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ä une autre forme quadratique positive F&a;,x;x,. Il peut arriver que 
tous les sommets du paralleloedre R’ seront aussi caracterises par les 
symboles (2.). On dira dans ce cas que les deux paralleloedres R et R’ 
appartiennent au meme type. 

Definition. On appellera les differents paralleloedres dont tous les 
sommets sont caracterıses par lensemble des symboles (2.) ‚‚appartenant «au 
meme type“. 

9%. On peut caracteriser un type de parallöloedres primitifs de 
plusieurs manieres. 

Envisageons un ensemble (R) des paralleloedres primitifs congruents 
qui correspond & une forme quadratique positive FIa,x;2,. 

Tous les sommets des paralleloedres appartenant ä l’ensemble (R) 
peuvent etre partages en classes de sommets congruents. Designons par 
ı le nombre de sommets incongruents appartenant aux differentes classes. 

Chaque sommet d’un parallelo@dre primitif est congruent ä n sommets 


de ce paralleloedre, il en r&sulte que 
s=(n+l1l)r. 


Soit («,) un sommet quelconque des paralleloedres de l'ensemble 
(R). On le definira ä l’aide de n +1 &quations 


(3.) zZ 20a,lala +2 2« 


ü Fun _- A. (k=0, 1,2,...9) 


i 
Les n +1 systemes 


(l;o) ) (l;,) Be (l;n) 


caracterisent n -+ 1 paralleloedres de l’ensemble (R) qui sont contigus par 
le sommet («). En designant par (l;) un systeme de nombres entiers 


arbitraires, on caracterisera par les systemes 


(4.) (lo + I.) s (d;ı ne l,) FIR (int l,) 


tous les sommets congruents des paralleloedres de l’ensemble (R). 
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. En attrıbuant aux variables /,,2,,.../, les valeurs quelconques 
arbitraires, on caracterisera par n+1l systemes (4:) une classe de sommets 
congruents. 

On en conclut qu’un type de paralleloedres primitiis peut etre 
caracterise par r systemes (4.). 

88. Pour avoir plus de commodite dans les notations, introduisons 
dans nos recherches les fonctions lineaires 


n n 
u=> .%,; et U PIE (kk=0,1,2...n) 
i=1 i=1 


On dira que le symbole (w,,%,,...u,) caracterise le sommet («,) 
determine par les @quations (3.); le symbole (w +u,u +u,...u, +), 
u etant une fonction lineaire ä coefficients entiers arbitraires, caracterise 
un sommet congruent au sommet («,). 

Supposons qu’on ait caracterise par les symboles 


nn, 
1 
[7 


(u ’ ur, ... u) , (k=1,2,...7) 


z sommets incongruents des paralleloedres primitifs appartenant ä l’ensemble 
(R). On dira que l’ensemble de symboles (5.) caracterise un type de 
paralleloedres primitifs. 

99. Examinons les faces ä differentes dimensions des paralleloedres 
primitifs appartenant au m&me type. 

Soit P(v) une face & v dimensions (v=0,1,2,...n—1) des 
paralleloedres de l’ensemble (R) definie par les equations 


Z>a,;,lalı 4 22ei,= Z>3a,lo + 2 FZeln. (k=1,2,.. n—»v) 


On caracterisera cette face par n+1—r systemes 


(bo) » (a) ++ (nr) 


ou par n+1—r fonctions lineaires correspondantes 


Up; U, ... Ur: 
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Toutes les faces ä v dimensions des paralleloedres de l’ensemble (R) 


qui sont congruentes ä la face P(r) seront caractcris6es par les systemes 
(lot), (latl),... (ins +l) 
ou par les fonetions lineaires correspondantes 
UTtr%U, U, +U,...%_,+ % 


En faisant, par exemple, /,—=—/,, en obtient n—r systemes 


(6.) (I. — Lo) ’ (la —I;o) yo. (l; n—v l;o) 


qui jouissent de la propriete suivante: tous les determinants de l’ordre 
(n--r)® qu’on peut former de n—r systemes (6.) ne s’annulent pas ä la 
foıs. Designons par w" le plus grand diviseur commun de ces deter- 


minants. En posant 
(7.) u > (Lo) Sr; 


on presentera un systeme (x,;) de nombres entiers par les formes lindaires 
ou $,,$3,...$,_, sont des nombres entiers ou rationnels qui appartiennent 


ä ">? ensembles 
8.) Far + Yı (k=1,2,..n—r; r=1,2,... 0) 


OU Yı,Yay ++. Y_, sont des nombres entiers arbitraires. Parmi les ensembles 
(8.) se trouve un ensemble oü 9,=0, k=1,2,..n—v et qui est compos6 
de valeurs entieres de &,, &,...&,_,- 

Dans le cas „"""=1, les £galites (7.) ne sont possibles qu’ä 
condition que les nombres &,, &,...&,_, soient entiers. 

Les ensembles (8.) jouent un röle important dans les recherches 
ulterieures. 

Designons par le symbole o,„_, le nombre de faces incongruentes 
ä& v dimensions des paralleloedres primitifs appartenant au type examine. 
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En designant par le symbole S, le nombre de faces ä& » dimensions d’un 
paralleloedre primitif correspondant, on aura une formule 


(9.) 8,= (n + l —rv) 0...» (v=0,1,2,..n—1) 


Definition de V’ensemble (L) de simplexes caracterisant un type de 
paralleloedres primitifs. 


60. Supposons que n-+1 systemes 


(1.) (io), (au)s-- (in) 


caracterisent un sommet des paralleloedres primitiis appartenant au type 
examine. 

Definition I. On appellera correlatif au sommet des paralleloedres 
primitifs caracterıse par les systemes (1.) un simplexe L ayant n-+1 sommets 


A 


Le simplexe Z presente un ensemble des points determines par les 
egalites 
n 


n 
a: Il ou = ,—=1 et 4,0. (k = 0,1, 2, ...n) 


Designons par (L) l’ensemble de simplexes correlatifs aux differents 
sommets d’un ensemble (R) des paralleloedres primitifs appartenant au 
type examıne. 

Definition II. On dira quwun type de paralleloedres primitifs est ca- 
racterise par Üensemble (L) de simplexes. 

On appellera congruents deux simplexes caracterises par les sommets 


(lo), (ads... (m) db lot) latl)... (mtl), 


I, la,.. .2„ etant des nombres entiers arbitraires. 


Tous les simplexes de l’ensemble (Z) peuvent &tre partages en classes 


w 
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de simplexes congruents; le nombre de classes s’exprime par le symbole 
o„ defini par la formule (9.) du n°. preeedent. 


A Vaide des £galites 


n—v ü n—v 
4 = = 3,1, ou = 9,=1 et 9,>0 
. —|() :—( 


(k=0,1,2,..n—rv) 


4 


on determinera une face ä n—r dimensions du simplexe Z qui est corre- 
lative ä la face ä » dimensions des paralleloedres caracterisee par les 
systemes 


6, Br A)» 


« 


On en conclut que le nombre de faces incongruentes ä n—r di- 
mensions de l’ensemble (Z) de simplexes s’exprime par le symbole o,_ 
(v=0,1,2,...n—1). 


Comme tous les sommets des simplexes de l’ensemble (Z) sont con- 


v 


gruents, on posera 0,1, et la formule (9.) du n’ 59 


S, == (n + ı—rv) On 
subsistera pour les valeurs de »=0,1,2,...n, & condition qu’on ait 
pose 8, =1. 

61. Theoreme I. L’ensemble (L) de simplexes remplit uniformement 
lespace a n dimensions. 

Supposons qu’un point (%,) soit Interieur ä une face du simplexe 
L caracterise par les systemes 


(2.) es (rs: - - (du): 


On aura + 


v “ 
(3.) L; = Be; I, Mi ou >: I, = ] et I w_ 0. (k=0, 1,2,...») 
k=0 k—0 


Admettons que le point (x,) soit interieur ä une face ä v’ dimensions 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 2. 11 
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d’un autre simplexe Z’ caracterise par les sommets 


(io), (ia). (ir). 


On peut poser 


v' v 
(4.) = 2 9, a 2-1 Hu 9>0. (k=0,1,2,...v') 
k=0 k=0 


Soit F8&a,r,2, une forme quadratique positive qui definit un 
ensemble (R) de paralleloedres primitifs appartenant au type examine. 
Designons par («;) et («;) deux sommets des paralleloedres de 


ensemble (R) qui sont correlatiis aux simplexes Z et Z’. On aura les 
egalites 


[FEW ala +2 Falı=A, 


(5.) (k=0,1,2,...n) 
zu, ul +2 Zul, = 4. 
En posant 
pEx«, I la +2 21, =4+ 0;; 
(6.) (k=0,1,2,...n) 


|z8a, 1,1, +2 Zeil, = A’+0/, 
on aura les inegalıtes 
>00 et 8>0. (k=0,1,2,...n) 


Des £galites (5.) et (6.) on tire 


[4-4 + 2 = (,—e;) =0» 
(k=0,1,2,...n) 


KH. 


En vertu des egalites (3.) et (4.), on obtient 
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4’—4+22(,— 0), = F09; 


k=0 


A —_ 44 22 (e; —«,) L; — =204%. 


k=0 


En faisant la somme de ces £galites, on trouve 


0 k=0 


k= 
Il srensuit, ä& cause de (3.) et (4.), que 


UP = 0, (k=0, 0 et 0; nn 0. (k=0, 1, 2,..+.9) 


Observons que l’egalite o0,= 0 n’est possible qu’ä condition que le 
systeme (//,) se trouve parmi les sommets du simplexe Z, de m&me, l’egalıte 
0;= 0 n’est possible qu’& condition que le systeme (/,,) se trouve parmi 
les sommets du simplexe L’. 

On en conclut que les systemes 


(7.) (io); (ir)s--- (li) 


caracterisent une face du simplexe Z et que les systemes (2.) caracterisent 
une face du simplexe ZL’. Comme un point (z,) ne peut ötre interieur ä 
deux faces differentes d’un meme simplexe, il en resulte que les systemes 
(2.) et (7.) coincident; donc les deux simplexes L et L’ sont contigus par 
la face ä& v dimensions caracterisee par les systemes (2.). 

Il reste ä demontrer que chaque point (z,) de l’espace ä n dimen- 
sions appartient au moins & un simplexe de l’ensemble (Z). 

Pour le d&montrer, prenons un point quelconque (£;) qui est Interieur 
au simplexe Z et menons une courbe queleonque © qui joint les points 
(&) et (©). Je dis que tous les points de la coube € seront situes dans 


les simplexes 


L,L’... 1m 


appartenant ä l’ensemble (Z). En effet, supposons que le point (x,) 
ı1* 
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n’appartienne pas au simplexe L. La courbe C franchira en un point 


(&5) la frontiere du simplexe Z et passera par un simplexe Z’ qui est 


contigu au simplexe Z par une face & un nombre quelconque de dimensions 
et aınsi de suite. 

62. Theoreme Il. Un point (x,) dont les elements x,, &;,... x, sont 
des nombres entiers ne peut etre qu’un sommet des simplexes de l’ensemble (L). 

Observons qu'il existe des simplexes de ensemble (Z) qui possedent 
le sommet (0); le nombre de ces simplexes s’exprime par le symbole S,. 

En eifectuant les translations de ces sımplexes le long du vecteur 
[x;], on obtiendra S, simplexes qui possedent le sommet (z,). En vertu 
du theoreme I, le point (x,) ne peut appartenir ä d’autres simplexes de 


l’ensemble (Z). 


Corollawre. Supposons qu'un point (x;) dont les elements &,, %,,...%, 
sont des nombres entiers ne se trouve pas parmiı les sommets 


(lo); (l;) engl (bin) 


d’un simplexe L. En posant 


n 
abs ou >; I, — 1 ’ 
k=0 k=0 


= 

| 
VE 
SS 


on aura parmi les nombres I,,9,,...%, au moins un nombre negatıf. 
Proprietes des symboles S, et o, (v=0,1,2,...n). 


63. Prenons un nombre entier positif queleonque m et envisageons 
un ensemble X de points qui sont congruents & m” points 


en... 


qu’on obtient en attribuant aux nombres g,,92,-..9„ les valeurs entieres 
verifiant les inegalites 


0<gN<m. (k=1,2,...n) 
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. Xi r 
Prenons un point quelconque ( ‚) de ensemble ÄX et supposons 
m 


que le point (*) soit interieur ä une face queleonque P(r) des simplexes 
de l’ensemble (Z) v=0,1,2,...n). En vertu du theoreme I du n® 61, 
tous les points de l’ensemble X qui sont interieurs ä la face P(r) ne 
peuvent etre congruents. 

Designons par 


P,.(r), (k=1,2...0,; v=0,1,3...n) 
les differentes faces incongruentes des simplexes de l’ensemble (Z) et par 


le symbole 


mi (k=1,2...0,; v=0,1,2...n) 


designons le nombre des points de l’ensemble X qui sont interieurs ä 
la face P, (vr). On aura une formule 


n Oy 
(1.) > Zzm’=m". 
v=-0k=1 


64. Ilest aise de determiner la valeur du symbole mj’. Desig- 
nons par 


(6), (Ei) (ir) 
les sommets de la face P,(v) et posons 


“59,18 oü 29-1 et 3,>0. a Ka 


m = r"ir 
Ces egalites peuvent s’ecrire 
p 


“_W= 59, (WB). 


Mm gm] 
En designant, pour abreger, 


’ k)._ k (k) __ 
2, — mli) = » PK —Pir: 
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et 
mI=T,, (r=1,2,...») 
on aura 
v N v 
(2.) = = T,Pjr OU z T,<m et 7, >0. (r=1,2,.r) 
= s= 


Designons par wi? le plus grand diviseur commun des determi- 
nants de l’ordre v? qu’on peut former de » systemes 


(Pa); (Pi2),-- (Pi) 


et supposons que les formes (2.) representent les nombres entiers i,,t,,...1,, 
ä condition que les nombres 7,,T,,...7, appartiennent ä& un des wf? en- 
sembles 


(3.) „=, +y, a r=1,2,..9, 1=1,8...8°, 


Yıs Ya,-::Y, @tant des nombres entiers arbitraires. 
On peut supposer que 


<< l. (r=1,2, „7,h=1,2,.. or) 


En substituant les expressions de r, (r=1,2,...v) tirees des egalıtes 
(3.) dans les inegalites (2.), on obtient 


(4.) nty>0, emnnen Zn ty)<—m. 
Designons 
(.) Ss = + 5 


oü le nombre entier a, est determine d’apres les conditions 


(6.) 0<E,<I1. 
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Les inegalıtes (4.) peuvent @tre remplacees par les suivantes: 


V 
y,—0, 0=1,2...n et 3 y,<m—a—|. 


=] 


Le nombre des syst&mes (%,,%s,...%,) de nombres entiers %ı, Ya,..-%, 
verifiant ces inegalites est egal ä | 


(m— a) (m +1—a)...(m+v—1—a,) 
Rx ; 


En remplacant par af} le nombre a, correspondant aux differents 
ensembles (3.), on obtient la formule 


(v) 
“+ (m— a) (m +1—abR)...(m+»—1—alr) 
7. m’) =  Awes hk ; ee h ie hk ’ 
er "= 2 ee; 


En substituant dans l’egalite (1.), on trouve 


wr) e) (v) 
n Oy k — fl po ... + —1—a | n 
(8.) Pen er ee) 


v0 k=1h=1 


La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur entiere posi- 
tive dem. On en conclut que cette formule presente une identite. 


65. En comparant les coefficients de m" dans la formule (8.), 


on trouve 
On 
zu®—n! 
k= 
Tl s’ensuit que 
„<n!. 


Introduisons dans nos recherches les differences finies de differents 
ordres en les definissant par la formule 
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y | 
4“ (m) = er ut GB /(m+ u). 


La formule (8.) donne 





En faisant m=-1 dans cette formule et en observant que 


(u + 1—al)) u 





hk 
1-2...(v—u) - 0 
puisque, ä cause de (5.) et (6.) 
A PV, 
on trouve 
(9.) > <A (M')azı- (u=0,1,2,.. 
k=1 — 
Il s’ensuit que 
0,<4A" (m’)a=ı1: (u=0,1,2, ... 
Nons avons vu au n? 60 que 
(10.) S,=(n+1-—rv)o,_,; (v=0,1,2, ... 
done 
5,<(n +1—r) IN (m a<ı- (v=0,1,2,... 


66. Examinons les conditions qui doivent ätre remplies pour 


les symboles S, (vr =0,1,2,...n) s’expriment par la formule 


(11.) S,= (n +1—r) 4" "(m”) 


m=1* 


En vertu des inegalites (9.), il est necessaire que 


(v) j 
n Oy or (m + 1 — a") ... (m +» —1— a") y . 
I =). el. 
=, u 1-2..-(r—u) (m") 


(v=0,1,2,. 


n) ; 2 

n) £ 
& 

n) 3 
: 

n) f 

n) 

que 

n) 
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(12.) wir) —=]. =1,2,.,0,50w0,1,2,..n) 


Ce sont les conditions n£cessaires et suffisantes pour que les formules 


(11.) subsistent. En effet, dans le cas © = 1, la formule (7.) devient 





me) ei. (m -») (m + 1 — v9). +-(m 1) 
nr 1-2.» 


et l’egalit (8.) prend la forme 


„ch (m — v)-- (m —]) . n 
Es 1:2...» Saal 


Il s’ensuit que 


et en faisant m = 1, on obtient 


0, — A“) (m”),. ey (u=0, m 


Il en resulte, ä cause de (10.), la formule (11.). 
Observons que les conditions (12.) se ramenent & une seule condition 


Nous allons voir qu’il existe des paralleloedres primitiis qui satısiont 
a cette condition. 


6%. Theoreme. Les faces a 1, 2, 3 et 4 dimensions des simplexes 


de ensemble (L) jouissent de la propriete que 


La demonstration du theor&me @nonce ne presente pas de difficultes. 
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Corollavre. Le nombre des faces a differentes dimensions des paralleloedres 
primitifs dans l’espace a 2, 3 et 4 dimensions s’erprime par la formule (11.). 


1. En faisant dans la formule (11.) n=2, on obtient 
S=6 et S,=6. 
2. En faisant dans la formule (11.) n=3, on obtient 
S=24, S,=3, 8,=14. 
3. En faisant dans la formule (11.) n=4, on obtient 
S,=120, S,=240, 8,=150, S$,=30. 
En etudiant les paralleloedres primitifs dans l’espace ä 5 dimensions, 


j ai rencontre des parallöloedres dont le nombre de faces ne s’exprime pas 
par la formule (11.). 


68. Nous avons vu que, dans le cas w"=1, on a 
an=V. 
Tl est aise de demontrer que, dans le cas w?>1, on aura cette 


egalite pour un seul ensemble (3.) qui est compose de nombres entiers; 
pour tous les ensembles qui restent, on aura les inegalites 


(13.) 2 <a <v—2. >» 


Faisons dans la formule (8) m=0. En observant que 


(—an) Aa) (v—1—am) _g 
1-.2:..:y 





tant que aß+rv, on trouve 


x 


55 (—1) o,=0. 


‚=0 
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En faisant dans la formule (8.) m= —1, on obtient, & cause de (13.), 


n 


2 (—1”(r+1)o,=-(—1). 


v=0 


En substituant dans cette formule l’expression de o, tiree de la 
formule (10.), on aura 


(14.) E(—1)8,=1. 


v=0 


Observons que l’egalite obtenue exprime une propriete des faces 
& differentes dimensions des paralleloedres primitifs qui est commune ä 
tous les polyedres convexes de l’espace ä n dimensions*). En faisant 
dans la formule (14.) n=3, on aura 


S:—Iı+9—8;, =1. 
et comme S5,=1, il vient 


S+SI.=2+S8.. 


O’est la formule bien connue d’Euler **). 


Regulateurs et caracteristiques des aretes des paralleloedres primitifs. 


69. Examinons l’ensemble (R) des paralleloedres primitifs appartenant 
ä& un type de paralleloedres caracterise par un ensemble (Z) de simplexes. 

Soit («,) un sommet des parallöloedres de l’ensemble (R) determine 
par les &quations 


(1.) 22a, la l.+2201,=4. (k=1,2,...n) 





*) Voyez: Poincare, Sur la generalisation d'un th&oreme d’Euler relatif aux 
polyedres. (Comptes Rendus des se&ances de l’Academie de Paris, t. 117, p. 144.) 
**) Euler, Elementa doctrinae solidorum. (Novi Comment. Petrop. 1758.) 


12* 
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Le simplexe L correlatif au sommet («,) est caracterise par les 
systemes 


(2.) (lo); (lı); ur (l..)- 


| Designons par (@,) (k=0,1,2,...n) les sommets adjacents au 
sommet (@) (n° 18). Le simplexe L, (k=0,1,2,...n) correlatif au 
sommet («;,) sera caracterise par les systemes qu’on obtient des syst@mes 
(2.) en remplagant le sommet (l,,) du simplexe ZL par un sommet corres- 
pondant (l;,) du simplexe Z,. Les deux simplexes Z et L, sont contigus 
par une face ä&ä n—1 dimensions P, (k=0,1,2,...n) qui est caracterisee 
par les systemes 


(la): (h=0,1,2,.n; h+k) 


La face P, des sımplexes L et L, est correlative ä une arete 
[@,, 0;.] des paralleloedres de l’ensemble (R). 
Designons par 


= pa L; == #9, (k=0, 5,3, m 


’equation de la face P,. Comme ona 
= I, =0,, (h=0,1,2,..n; h+k) 
il vient 
(3.) PM (l.—l;,) == 0. A=0,1,2,..n;r=0,1,23,..n;A+k,r+k) 
Les £galites obtenues definissent les nombres p,,, Pars;- - -?,, & un 
ac ss. E Dar,» Dir BOl no 
facteur commun pres. En supposant que 9,;, Par „. Solent des nombres 
entiers n’ayant pas de diviseur commun, on determinera par les egalites 
(3.) deux systemes (p;.) et (—P;.). On appellera caracteristique de l’arete 


[a,«@,] ou de la face correlative P, un des deux systemes + (9,;.) egalement. 
En observant que 


pi la # Ir. 


on ajoutera, pour plus de precision, une. condition supplementaire 


Pr la > Ir: 
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Definition 1. On appellera caracteristique de la face P, par rapport 
au sımplexe L le systeme (p,) qui est bien defini par les conditions 


we, a ı / , ; “= 0) Ltr 
(4.) Pi ln edln; Pal — dr. (h = 0,1,2,..n,A Lk) 


Observons que la caracteristique de la face P, par rapport au 
simplexe Z, sera le systeme (—p,.). En effet, on aura 


= ’ ) 
pi lin + Ir. 


Admettons que 





4 =Parla > Ir 

Ar: 

* Dans ce cas les deux simplexes L et L, seraient situes d’un meme 
2 cöte de la face P,, et on pourrait trouver un point interieur au simplexe 
& L qui serait interieur au simplexe Z, aussi, ce qui est contre le theoreme I 
E demontre au n’ 61. Il est done necessaire que 

5 x / ) 

E Pati <0r> 

& et le systeme (—7p,.) presente la caracteristique de la face P, par rapport 
4 au simplexe ZL,. 

4 “0. On determinera le sommet («,) (k=0,1,2,...n) correlatıf au 
a simplexe L, par les &quations 








(5.) Z>Fa,lnln +2Z0.la = Ar (h=0,1,2,..n;h + k) 
et 
a 14 fi a 4 nr 
(6.) = 2a; la +2 Fe ik m. A: 


Des £galıtes (1.) et (5.), on tire 





q 


— 0,) 1; = A, — 4. (h=0,1,2,..n; htk) 





(7.) 


22(e, 
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Il en resulte qu’& cause de (3.), on aura 


(8.) 0 = Pia: (= 1,2,..n; k=0,1,2,...n) 


Il s’ensuit que 
Zra,lulı +2 F0l, > 4A 
et 
= 2a, lzulint+ 220, I. >4.: 





En vertu de (1.) et (6.), on obtient 
23(0,— a), >A,-4 et 22(0,—a)la <A, 4 
et, & cause de (8.), il vient 
(9.) 2, Pla > h—-A € 2, Zpaa<A—A4: 
Comme en vertu de (7.) et (8.), on a 
(10.) | 29, ZPala = Ar 4; (h=0,1,2,..n; h+k) 
les inegalites (9.) peuvent s’ecrire 
(11.) 20, ZParlla a)>0, 2% ZParllala)<0. @=0,1,2..n: 140 


En observant qu’ä cause de (4.) 


(12.) Zul; a)>0, (h=0,1,2,..n; h+k) 
on trouve 
(13.) ‘ 90, (k = 0,1,2,....n) 


En vertu de la supposition faite, les sommets («,) et («,) 
(k=0,1,2,...n) des paralleloedres primitifs de l’ensemble (A) sont simples. 
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et la seconde inegalite (11.) donne 
(14.) Zr lan) <0; (h == 0,1,2,...n; A4k) 
ou autrement, ä cause de (4.), 


(15.) Zpala<0I; (k = 0,1,2,...n) 


ce que nous avons demontre d’une autre maniere. 


‘1. En substituant dans (6.) l’expression de «, tiree de l’egalit& 
(8.), on obtient 


ZZa,;,bıl, +2F8l, +29, Paula = Ar- 
On prösentera cette £galite, ä cause de (1.), sous la forme 


I 


j zZ 2a, Ian En + 2 Zalu—- za, ba lu —2 Za;lı — A,— A ee 20; Pu Fin ‚ 
et enfin, en vertu de (10.), 


(16.) 20, Pu (l,— .) = 22a, Illu +2 Fa, —- Zu, lula—-2 Za;lı 
ot k=0,1,2,...0, Ask, k=0,1,2,...%. 


Definition II. On appellera requlateur de larete [a,;,@,] ou de la 
face correlative P, le parametre positif o, defini par les formules (8.) et (16.). 

Observons qu’en vertu des egalıtes (3.) et (8.) les aretes congru- 
entes et les faces correlatives congruentes possedent le m&me regulateur 
et la me&me caracteristique. 

On peut determiner le regulateur o, par d’autres formules. 

Posons 


(17.) a= ss 9a), ou 290-1. (k=0,1,2,...n) 
r=0 r=0 


En vertu des £galites (1.) et (17.), on obtient 
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— EEa,llu— 3 I$PEXa; 1,1, 


Be A Aue 
r=( 


En substituant dans la formule (16.), on trouve 


(18) 2, pa la W)=FZLa,lulu — 3 IP EEa;l,l, 
r=0 


ou.h=0,1,2,...n; h+k; k=0,1,2,...n 


La formule obtenue fait vor une propriet@ importante du regula- 
teur o,: le requlateur go, s’exprime par une fonction lineaire des coefficvents 
de la forme quadratique Z>a,x,;0,. Em posant 


(19.) 0, = ZEp a,,; 


on aura les coefficients rationnels pP? =p%, v=1,2,...n, J=1,2,...n. 


12. En vertu de la formule (19.), le regulateur o, sera parfaitement 
determine, si l’on connait les coefficients correspondants p%) ((=1,2,...n; 
=l,2..-.8) 

Comme les coefficients a, (e=1,2,...n; 7=1,2,...n) de la forme 
quadratique I>a,x;x, ne jowent aucun röle dans la determination des 
coefficients pY (?=1,2,...n57=1,2,...n) qui ne dependent que des simplexes 
L et L,, on peut IR dans les formules precedentes les coefficients 
a,, par les coefficients 2,8, (?=1,2,...n; 7=1,2,...n). 

En introduisant les fonctions linsaires, comme nous l’avons fait 
au n’ 58, 

verlh, veriz, (r=0,1,2,...n) 


designons par 


u et vu (r=0,1,2,...n) 


les valeurs de ces fonctions qui correspondent aux valeurs des variables 


Li, X; ... In 


= Pi» (k=0, 1,2, ...n) 
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En vertu de (4.), on aura 


ud — d;. (= 0,1,2,...n;h+k,ul®) >6 


A) 


a u WEBER 





En vertu de (15.), on aura 
vd —d,. 
& Observons que les nombres 9,, 9,,...9, definis par les &galites (17.) 
e seront determines par les egalites 
bi 
k x . 
= 399 u on ZI® =], 
r—0 

En remplacant dans la formule (18.) les coefficients «,, par les 
| coefficients 2,2,,?=1,2,...n, j=1,2,...n, on obtient 
E n 
E (k)\ — 2 Q(k) 2 ' 
N‘ (20.) 20, (4, — vi”) = (V,) Ss ID (u,)?. (k=0,1,2, ...n) 
. Pour revenir de la formule obtenue ä la formule (19.), il suffit de 
% remplacer dans l’egalite 
2 
3 2 (k) , 
4 = 229; T%, 
.. les coefficients x;x, par les coefficients a,,, i@=1,2,...n, j=1,2,...n. 
= 
4 Transformation fondamentale de la forme 
a 13. En conservant les notations pr&cedentes, designons 
N ou on a pose 
Fl. 
e (2.) A=>Zra,lılı +r23o;l;. (k=0, 1,2, ...n) 
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En introduisant les variables &,, $,,...$, d’apres les conditions 
n m n 
(3.) = ZEL, ca 2 >l, 
on presentera la fonction F,, (2, %,,...x,) sous la forme suivante: 
n 
(4.) Fu (1, %,-.-%,) = IFa,2, 2, — z &,22a,l,l,. 
y= 


On en conclut que la fonction F,,, (&,, %;,...%,) est lineaire par rapport 
aux coefficients a,,, ?=1,2,...n, j=1,2,...n d’une forme quadratique 
arbitraire Sa; z,. 


En faisant dans la formule (1.) x,=/,,, on obtient, ä cause de (2.), 
Fu (b.n; I, .. Aus) = 0. (k=0,1,2,...n) 


Les egalites obtenues subsistent, quelles que soient les valeurs de 
d;;; = 1,82,.,8, =1,2,...% 
Designons par L° un simplexe congruent au simplexe L et caracterise 


par les sommets 
(lotb), atl),... (Intl); 


l,,l.,.../, etant des nombres entiers arbitraires. 
En observant qu’ä cause de (3.) 


[4 ..9 
on aura une £galite 


Fıs (2, +5, Co + ,; ... z.+1,) u; 22a, (2; tb), (z, +2,) 
— > <a, (+ I.) (l,, + l,) 


r=0 


et apres les r@ductions, il vient 





: 
< 3 
> 
& 
5 
EN 
F 


as ca a 
























a non 
EEE RITTER 





Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 93 


Fin (+1, %+1l,...2,.+l)= Zu, — FEZZ«a,|L;,| 


jr > 
r=0 


donc, & cause de (4.) on aura 
(5.) Fo(stl,%+l...%. +6,)=F u (2 ,2%,...2%). 


En vertu de la formule (18.) du n® 71, on d&terminera le regulateur 
o, par la formule 


' Y ' ' ' 
(6.) 20: pi (Ia—lix) . Fu ( 1k»> !aksy ++» [.:) o (k=0,1,2,..n) 
14. Designons 
Fi (2, , um BER T,) _ Su, L; I; + 2 PA ,—4,, (k=0, 1,2, ...N) 


L, etant un simplexe contigu au simplexe Z par la face P, (k=0,1,2,...n). 
En substituant dans cette egalite l’expression de «,, tiree de la formule 
(8.) du n’ 70, on obtient 


Fi (x, s Is so... %,) Zara 224,%%, 4 22%, 4 20, P3M u—4, 
et, ä cause de (l.), on aura 
Fin» (z,, Is, ... %,) — Fu (2.,2; ... %,) -+ 2, ZPaTı -4 A—4,. 


ı 


En: substituant dans cette egalite l’expression de A— A, donnee 
par la formule (10.) du n? 70, on trouve 


Fi (2, 2, -.-%) = Fu (81, 22; -.-%)+20, 294 (I). 0+B 
Cette formule peut s’ecrire 


(*) Fon (2,2, ...%)= Fun (2, 2%, -.- 2%) +20, 290 (a2) 
(h+k, k=0,1,2,..n) / 
13* 
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La formule obtenue (*) est susceptible d’applications nombreuses 
et importantes. 


15. Supposons que £,,%,,.... z, soient des nombres entiers arbitraires 
et que le point (x) ne se trouve pas parmi les sommets 


(7.) (bio) > (bir) s. (din) 


du simplexe Z. En posant 
(8.) = $, I, oU 5,=1, 


on aura en vertu du corollaire du theor&me II du n® 62 parmi les nombres 


50, 51, ... &, au moins un nombre negatif. Supposons pour fixer les idees que 
(9.) &<0. 


En observant qu’ ä cause de (3.) et de la formule (4.) du n®° 69 on a 


= Pr (lin) = LP (la) 
et que 


Era (la — La) <O; (h+X) 


on obtient, & cause de (9.), 
= pr (ia) >0. 


On en conclut que le coefficient du 2o, dans la formule (*), est un 
nombre entier et positif dans le cas considere. 


De la m&me maniere, on examinera la fontion Fun (%&1,%,...27,) et 
ainsı de suite. 


16. Admettons qu’on ait examine les simplexes 


(10.) rer, 
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contigus successivement par les faces ä n—1 dimensions dont les regula- 
teurs presentent les fonctions 

Per Erg TOR 


Supposons qu’en appliquant la formule (*) aux simplexes (10.) on 
alt obtenu les egalites 


a) X \ 
Fu (&, 2u::.:%) = Fun (215 2 +.) +2h,e, oü h,>0, 


hl 


Fr (2,502...) =F u, (%ı,%, si + 2h, 03 ou h.>0, 


‚’ £ Y i F : g he a r 
F m») (2; EREEE L,) gu Fo) (21; Upper. %,) F 2h, 0.) DU I dv. 


Il s’ensuit que 
(11) Fn(&, 2....2%,)=2 = h,0, + F_ m) (Br: 


Le procede expose ne peut @tre prolonge indefiniment et on arrivera 
toujours ä un simplexe L"” parmi les sommets duquel se trouve le point (z,). 

Pour le demontrer, observons que les coefficients «a,,,=1,2,...n, 
j=1,2,...n de la forme quadratique ZEa,;x,x, dans les formules obtenues 
sont arbitraires. 

Supposons qu’on ait choisi la forme quadratique positive Fa, ,z,%, 
qui definit un ensemble (AR) de paralleloedres primitifs appartenant au type 
caracterise par l’ensemble (Z) de simplexes. 

Nous avons vu au n’ 70 qu’on aura les ıinegalıtes 


0. —>d. (k=1,2,...m) 
En vertu de la definition de la foncetion F ,„(2,,%,,...2,), on aura une 
(L) Ku! n 
inegalite 
Y 
Fu (2,, La; ..». 2.) >09, 


quelles que soient les valeurs entieres de 2,, %,,...x,, abstraction faite des 


sommets (7.) du simplexe Z. Il en resulte que 
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F (,®) (8, 2, ...%,) >0 


et la formule (11.), dans le cas considere, donne 
Y - . 
Fa, (&1, %.. %,) —>2 = hi, 9%- 


Comme les coefficients h, (k=1,2,... m) sont des nombres entiers 
positiis et les regulateurs 0, (k=1,2,...m) appartiennent ä une serie de 
regulateurs correspondant aux faces incongruentes des simplexes de l’ensemble 
(Z), on en conclut que le nombre m ne peut @tre augmente indefiniment. 
Il en rösulte que la serie (10.) se terminera par un simplexe L” parmi 
les sommets duquel se trouve le point (z,). 


Il s’ensuit qu’on aura identiquement 
F( x») (2,22, ...2,) =0, 


et la formule (11.) devient 


m 
(12.) Fun (&,%,..%,)=22h,o, ou 4,>0. (k=1, 2, ...m) 
h=1 


Observons que la formule obtenue presente une identite qui subsiste, 
quelles que soient les valeurs des coefficients a,,?=1,2,...n,J=1,2,...n, 
a condition que lesregulateurs 0, (k=1,2,...m) s’expriment par la formule (6.). 


11. Theoreme fondamental. Supposons que les regulateurs 
0%, (k=1,2,...0) correspondant aux differentes faces incongruentes a n—1 
dimensions des simplexes appartenant a lensemble (L) soient determines par 
les egalites 


n 

L ” nk) 

0% < z 5 dj» (k=i,2,.... 0) 
== J= 


Pour quune forme quadratique Z2a,x,x, definisse un ensemble (R) 
de paralleloedres primitifs appartenant au type caracterıse par l’ensemble (L) 
de simplexes, Ü faut et dl suffit que les inegalites 








N 2 
a ie wo 
_ 


ee 


as we; 





EIER EEE 
wir ; er % a el rin WERTEN 








Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 


= Zzrp; a, >d, (k=1,2, ... 0) 


aient lieu. 
Nous avons vu au n’ 70 que les in£galites 


(13.) 9% 0, (k=1,2, ... 0) 


presentent les conditions n£cessaires. Supposons que les coefficients d’une 
forme quadratique I Ia,, x, x, verifient les inegalites (13.). En vertu de la for- 
mule (12.), on aura l’inegalite 


Fu (21 22, .:.%,)>0 


tant que le point (z,) dont les elements sont des nombres entiers ne se 
trouve pas parmi les sommets du simplexe Z. 

En vertu de la definition £tablie, le simplexe Z est dans ce cas 
correlatif ä& un sommet simplexe («,) des paralleloedres correspondant ä la 
forme quadratique examinee ZIu,X;T;,. 

Le simplexe Z est choisi arbitrairement dans l’ensemble (Z) des 
simplexes, done tous les simplexes de l’ensemble (Z) sont correlatiis aux 
sommets simples des paralleloedres correspondant ä la forme quadratique 
224,%T,. 

Je dis que ces paralleloedres ne possedent pas d’autres sommets, 
c’est ce qu’on verifiera sans peine. 

8. Observons que chaque forme quadratique FZ&a,,r,;z, verifiant 
les inegalites (13.) est positive. Pour le demontrer, examinons un sim- 
plexe ZL parmi les sommets duquel se trouve le point (0). On aura 
dans ce cas 


Fuy(£ı, 22,..%)=2>a,2, 2,2207, 
et par suite 


Fa (z, r) T), ... T,) + Fi (—7,,—%;, ... —Z,) =222ua, LT» 


Les deux points (x) et (—z,) ne peuvent etre les sommets du 
simplexe Z, le point (0) &tant exclu. Il en resulte que 
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Fi(&, Loy. c,) +Fu(-%:; Ta, .. — 7.) >0d, 
done 


= 24a,2,%,>0, 


quelles que soient les valeurs entieres de 2,,%2,,...2,, le systeme 2, =0, 
2%=0,...27,=0 etant exclu. 


Definition des formes quadratiques a laide des requlateurs et des 
caracteristiques correspondantes. 


9.  Prenons une forme quadratique queleonque ISa,,2;2; ä coef- 
ficients arbitraires. Choisissons n nombres z,,%,,...x2, qui sont assujettis 
ä la seule condition: legalite 


h,2, +h,%, rs +h,%, — 0 


est impossible tant que les nombres h,,h,,... h, sont entiers. 


Examinons un vecteur g compose de points 


“hum, oa 0<u<sm, 


l,,l2,.../„ etant des nombres entiers arbitraires et m &tant un nombre 
entier positif quelconque. 


Le vecteur g traversera un certain nombre de simplexes appartenant 
ä l’ensemble (Z). Designons par 


(1.) u B,.: L, 


les simplexes de l’ensemble (Z) qui contiennent les parties difförentes du 
vecteur g. En vertu de la supposition faite, les simplexes (1.) sont bien 
definis par le vecteur g et sont contigus successivement par les faces ä n—1 
dimensions. En effet, deux simplexes adjacents Z, et ZL,,, de la serie (1.) 
possedent un point commun ($,,) appartenant au vecteur g, donc les sim- 
plexes L, et Z,,, sont contigus par un face ä& un nombre quelconque v 
de dimensions. Supposons que cette face soit caracterisee par les syst&mes 


a ann ve Sn ee 
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(2.) (io), (kids... (bir). 


Comme 


&,= i + %%; ol << u,<l, 


m 
on aura 
i 2 53 Y1 u 9 =1 t 3.>0 0.1.2 
(3.) m 4 k i 0 L) r ir OÖ r e@ r- o (= N 2,9) 
= 


En admettant que v»<n—1, on determinera ä l’aide de ces ega- 
lites un systeme (A,) de nombres entiers verifiant l’&quation 


ht, +h,2,;, ++ +h,0,=0, 


ce qui est contre I’hypothese, done il est necessaire que v=n—1 et que 
le point ($,) soit interieur ä une face ä n—1 dimensions qui est commune 
aux simplexes ZL, et L,,.- 

Supposons que v=n—1. En designant par (p,) la caracteristique 
de la face P, caracterisee par les systemes (2.) par rapport au simplexe 


L,, on aura, en vertu de la formule (4.) du n® 69, 


Pu I == ( k> (r=0,1,2,..n—1) 


et les egalites (3.) donnent 


= Pi ( + u, 2;) = d, 


et par suite 
l 


) 


up — Pi 


i 
l 


Comme 39,2; +0, en vertu de la supposition faite, l’egalite obtenue 
definit un point ($5,) du vecteur g qui est interieur ä la face P,. Ien 
resulte que le vecteur g ne possede pas d’autres points communs ä la 
face P,. En attribuant au parametre u une variation du negative suf- 


fisamment petite, on definira un point ( + (u. + du)z;) du vecteur g qui 
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& 
i 
8 
$ 
* 


est interieur au simplexe L,. En attribuant au parametre u une variation 


du>0, on obtient un point (2 + (u-+ du)z;) qui est interieur au sim- 4 





plexe L,.ı- 
Comme dans ces cas on a 


PM (2 +(W+ du)z;) >(;; (du < 0) 
et 
Zpa( + (u + du))<0,, >o j 
il vient | | 
(4.) =P4%<O0. 


En designant par g, le regulateur de la face P, par rapport ä la 
forme quadratique choisie Z&a,z;k,(k=0,1,2,...s—1), appliquons la 
formule (*) du n® 74 aux simplexes (1... On aura les ögalites 


l In l n l; 
(Z,) = + %,... er + 2,)= Fı, (- 15 + 2,) ni 2002 (a -:—2,), 
Fı (+2 "1 2,)=Fay(® +2 " 42,) +29 >, (I u) 
(de—1 m Bye .. m n (Le m 19200 m n Ns—1 Pis-ı s—1 Mm ij’ 
Il s’ensuit que 
I, In Ai _. 5 I; 
5) Fultzn..7+2)=2 2 9 Palin 2) 


-H Fay(t + E15 +0. = + 2,). 


Jusqu’ä present, les nombres entiers /,,/,,..., etaient arbitraires. 
Supposons que les nombres entiers /,,/,,.../, satisfassent aux conditions 


(6.) 0<L,<m. @=1,2,...n) 
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dis > I; ep 
Designons par K l’ensemble des points incongruents ( er verifiant 
Mm 
& ces inegalites. 
| Le nombre des points appartenant ä l’ensemble K est egal ä m". 





Appliquons la formule (5.) & tous les points de l’ensemble Ä et 
faisons la somme des £galites obtenues. On aura une formule 


ZF ul ; 


Mm 


ie n +2.) =2 20, > pullin — De 2) 


m 


(7.) | 
+ 3&Fı, (> a 


Toutes les sommes qui se trouvent dans cette formule peuvent etre 
determinees avec une certaine approximation. 


80. Supposons que le simplexe Z, soit caracterise par les systömes 
(bo)s (brdsrr- (lim). 


En vertu de la supposition faite, le point (3 appartient au simplexe 
L,. Comme il n’existe qu’un nombre fini de simplexes de l’ensemble (Z) 
auxquels appartiennent les points (&) verifiant les inegalites (6.), on en 


conclut qu’on peut determiner un parametre positif A, de maniere que 
les inegalites 


(8.) a|l<a (d=1,2,..n;: k=0,1,2,...n) 


alent lieu. 
Dans ce cas, la valeur correspondante de la fonction 


I . 
F ( r L = LT ... 
(L,) ar Br 25» 
peut etre presentee sous la forme 


I In 
Fas(-} +2, ... m +2,) — 22a, I; 4; + €, +267, 

















102 Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 


ou les coefficients &,, &1,...e, ne surpassent pas en valeur numerique une 
limite fixe e qui ne depend que des coefficients de la forme quadratique 


arg 
% 
Ir 
u 
= 
24 
% 
4 
& 
% 
2 
Sr 
® 
\ 
EL 
£ 
E 
f} 
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>> a,x,;z, et du choix de l’ensemble (Z) de simplexes. 
Examinons la fonction F\:, (a +1... 1. +1, 3 D’apres la suppo- 
sition faite, le point (*+ 2;) appartient au simplexe L,. Determinons les 
nombres entiers t,,t,,...t, d’apres les conditions 
(9.) O<+mtu<i, (i=1,2...n) 
et designons par L, le simplexe congruent au simplexe L, qu’on obtient 
par une translation du simplexe Z, le long du vecteur [i;]. 
En vertu de la formule (5.) du n’ 73, on aura 
(10) Fy(2 +2... 2+,)=Fy(2+2, 44... ++). 
 \m 15» m n  \m 1 19 m n n 
En designant par 
(Liv) 3 ++ (din) 
les sommets du simplexe Z}, on aura, en vertu de (9.), les inegalites (8.): 
|<A. (i=1,2,...n;k=0,1,2,...n) 
Il s’ensuit que la valeur numerique de la fonction 2 
Fay(2+2+0,...2+2,+4,) N 
8 \yn 1 1» m n nJ> 4 





ä cause de (8.) et (9.), ne surpasse pas une limite fixe 9 qui ne depend 
| que des coefficients de la forme quadratique I&a,,2,x2, et du choix de 
- l’ensemble (Z) de simplexes. En vertu de (10.), on peut poser 


I In r 
Fu, (- + ine, +2,)= 9 oA Ip <Y. 
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En substituant dans la formule (7.) les r&sultats obtenus. on la 
presentera sous la forme suivante: 


(11.) m.„23a,,2,+&+ 282%) = 2202 Parllın — 2). 


Dans cette formule, les coefficients &,,&,,...t, ne surpassent pas 


n 


en valeur numerique une limite fixe qui ne d‘pend pas des nombres 


I; ME 


81. Determinons les coefficients de 20, dans la formule obtenue. 

A cet effet, choisissons une face queleonque P ä n—1 dimensions 
des simplexes de l’ensemble (Z). Supposons que la face P soit caracterisee 
par les systemes 


(0), (lı); un (ka). 


Designons par 0 le regulateur et par -+(p,) la caracteristique de 
la face P par rapport ä la forme quadratique FZFa,x,z,. On supposera, 
en vertu de (4.), que 


(12.) 27, <0. 


Supposons que le vecteur g compose de points 


n +uz, u 0<u<iI 


x ® I; ’ x r x 
et correspondant ä un point ( -) appartenant ä l’ensemble X possede un 
m 


oint qui est interieur ä une face P’ congruente ä la face P. 
1 
En supposant que la face P’ soit caracterisee par les systemes 


(9;) 3 (da y 9) Ark (kt 9) ) 
on aura, en vertu de la supposition faite, 


n—1l n—l 


(13.) . + ul, = e I.(9; +1.) ou "a ‚=1ı et >00. (k=0,1,2,..n—1) 
k=0 k=0 
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La valeur correspondante du coefficient de 20 dans la formule (11.) 
s’exprime par la somme 


28 
je 
u 
RR 
& 
a 
& 
= 
K 
= 
£ 
5 
ve 
=; 
€ 
3 
“ z 
=. 
h 


(14.) 5077 (1, - 1-2) 


quı s’etend ä& toutes les faces P’ congruentes ä la face P verifiant les 


egalites (13.), & condition que les points (*) appartiennent ä l’ensemble X. 


Designons, pour abreger, 


(15.) 39% =—1. 
On aura, ä cause de (12.), 
AO. 


Comme le systeme (/,,) dans la somme (14.) designe un sommet 
quelconque de la face P’, on peut poser 


la=%; 


et les egalites (13.) et (15.) donnent 





Z p(g— *—2,) = (l—-u)4. 


Donc, la recherche du coefficient de 20 dans la formule (11.) se 
ramene ä l’evaluation de la somme 


(16.) Z(I-v)4 oh 0<u<i. 
82. Designons, pour abreger, 


(17.) — m; +, =h,. 








x 
Si 
; 
ur 
Kr 
5 
































Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 105 


Le parametre u verifiant les @galites (13.) s’exprime par la formule 


1 
(18.) u=-—.2ph, 
et comme 0<u<Zl, il vient 
0<Zp,h,<mA. 


En designant par 7 un nombre entier v£erifiant les inegalites 


(19.) 0<1<md, 
posons 
(20.) Sph,=t. 


En vertu de (18.), la valeur correspondante du parametre u sera 


PEN. 
mA 
Substituons l’expression trouvee du parametre u dans les £galites 
(13.), il viendra, ä cause de (17.), 


n—l1 


n—1 
(21.) u t+h=m z Il, 0 3 9,<L1l et 9,>0. (k=1,2,...n—1) 
k=1 k=1 


Cela pose, observons qu’on peut attribuer au nombre 7 une valeur 
arbitraire verifiant les inegalites (19.) Pour que des valeurs pareilles de 
ı existent, il est necessaire que 


mA]. 


Supposons que le nombre entier positif m satisfasse ä cette con- 
dition. Dans ce cas, la recherche de la somme (16.) se ramene ä la 
determination d’une somme 
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mA 
(22.) z(1-u)4=" 3 m(d— 
ı>0 m 


ou m, designe le nombre des systemes (h,) de nombres entiers h,, ha,...h 
verifiant les egalites (20.) et (21.). 


53. Il est aise de döterminer le nombre m,. 


Designons par (A?) un systeme de nombres entiers verifiant l’&galite 


Comme, en vertu de la supposition faite, les nombres entiers 
Pı, Pa, ».. P, Mont pas de diviseur commun, les systemes de nombres entiers 
verifiant cette 'egalite existent toujours. 


On determinera tous les systemes (h,) de nombres entiers veri- 
fiant V’egalite (20.) & l’aide des formules 


n—1 
(24.) h=rl+ Zt 


oü les nombres rationnels 7,,7;,... 7,„_, appartiennent ä certains ensembles 
(25.) „=, +t%: k=1,2,..n—1; r=1,2,...w) 


w etant le plus grand diviseur commun de n determinants de l’ordre 
(n—1)? qu’on peut former de n—1 syst&mes 


(li), (ke), +... (k,n-ı)- 
En substituant les expressions de A,,hs,...h, tirees des £galites 
(24.) dans les @galites (21.), on obtient 


n—1 
‚(26.). tel 2 (mI,—T,)lr- 


k=1 


Observons que la valeur numerique du determinant de n systemes 





ER RER) a DR ER 


ERREGT 


























Ba a 








2 ” AFE Venen, En SE a 


(2), (ba), »-- (ln) 


s’exprime par la formule 


+ | & ae n! =— 


hun launı rer Inn 


Designons par Ay, Ars «Au, (k=1,2,...n- 


mineurs qui sont definis par les &galites 


pP hir U cr 04, 


w=1 


iu, =0, Zi,l,=0. 


Les £galites (26.) donnent 


2). = wA(md,—T,), 


et ıl en resulte que 


m Fr — Tı —- Aa hr. 


T 
oA 


En vertu de (21.), on obtient les inegalites 


T 


”k r wA 


y 0 
Zi. >0, 


n—1 .. 
% . s” 0 
Z(rn +, M)<m. 


Ayant &gard aux ensembles (25.), on trouve 


Ya Ser + 


n—l 


e T 
(ut t Fra) <m. 


T 70 
Zi, 0, 


(27.) 
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-Z7p 0 =w4. 


1) les determinants 


(k=1,2,..n—]) 


(k=1,2,..n—1) 


(k=1,2, .n—1) 
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Posons 
Yat Et ga = yıt m ou 0<m<1l @=12..n—n | 
et 
(28.) Zm=atn ou 0<n<l, 


Yıs«+- Yun et a” &tant des nombres entiers. 


Les ınegalites (27.) seront remplacees par les suivantes: 


n—1 





' N 
= y<m—a’—n, Y>—1 5 (k = 1,2, ...n—1) 
ou autrement 
n—1 - 
Ey <m—a—1 et „0. (&= 1,2,..n—1) 
k=1 u = 


Le nombre de systemes (y}, %, ... Y_1ı) des nombres entiers veri- 
fiant ces inegalites est egal ä 


(m — a, ) (m + 1a”)... (m +n—2— a”) 
19.760 = 








On en conclut que le symbole m, qui exprime le nombre de so- 
lutions des @quations (20.) et (21.) en nombres entiers est ögal ä la somme 


BAREE 5 (m=a,').- (m+n—2—-a,') 


u 7=1 1-2... -(n—1) 





S4. En substituant dans la somme (22.), on obtient 











mA T ı md T w (m— a”)... (m +n—2—.a”) 
29. (4 ae 5 {4-)2 He u 
( ) S. ( =) T>0 ( -)Z 1-.2-(n—1) 


Cherchons une valeur approchee de la somme obtenue. En ob- 
servant qu’ä cause de (28.) 








EL AT 
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<a <n-—l1, 
on peut poser 

>). (m+n—2— a, ) ® 
- 1-2. ...(n—1) aM! 


w (m —( 


m’i+0d, m"? 


ol |d,| ne surpasse pas une limite fixe qui ne d“pend pas du nombre m. 


En substituant dans la somme (27.), on trouve 


ı mA 


T MN „<—nd 1 
be; 4— = )m, U ZE — ) +04: m! 
ı >0 m (n—1)! ı >90 m 


ou |d| ne surpasse pas une limite fixe qui ne depend pas de 2,,2,,... 
et du nombre m. 


n 


En observant que 


md T ur. ZUG ; 1 
d— —)= 28 -— — +— ol F<_- 
S, ( > . Er + SE 


on peut poser 


ım4f T u 
Saas, =. (4 67 = ee ni)" 


"Hm"1(042+0’4+0”) 
oü d,d’,d”’ ne surpassent pas en valeur numörique une limite fixe. 

En substituant dans la formule (11.) le coefficient trouv& de 2, 
on aura, & cause de (15.), 


- A” m" 0 a 
(31.) m’(Z2a,u2,+&+28%) = (n — 15, 9,(ZP:%) 


+ m’ 5 29 [I, (pas + FPpai + dr]. 


k=1 


Dans la formule obtenue les coefficients &,,&;...%,, 04,0), 0, 


i 


(k=1,2...0) ne surpassent pas en valeur numörique une limite fixe qui 


15* 
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ne depend que des coefficients de la forme quadratique ZIa,x,r, et du 
choix de l’ensemble (Z) de simplexes. 

Remplacons dans la formule obtenue les nombres x&,,%,...x, par 
les nombres mx, ,mx....mx,. Comme ces nombres satisfont aux conditions 
imposees aux nombres 2,,%,...2,, la formule (31.) est applicable et on 
obtient | 

m*t2 0 


(m? >>a,%; rt; +8, +m>er,) = ni)! = 90, (Pix %)’ 


+ m & 20,[d,m?(ZP,, 2)? + d,m Ep % + dr]. 


En divisant les deux parties de la formule obtenue par m"*+?, 


faisons croitre indefiniment le nombre entier positif m, il viendra 


(32.) 224,00, = a1 0: ©; (Pır%ı + Por la + + Par En)” 


La somme qui se trouve dans le second membre de la formule 
obtenue s’etend ä toutes les faces incongruentes ä n—1 dimensions des 
simplexes de l’ensemble (Z). 

Nous avons deduit la formule (32.) en supposant que les nombres 
2), %y...%, forment une base irreductible. Comme les deux parties de la 
formule (32.) presentent deux formes quadratiques, on en conclut que la 
formule (32.) presente une identite. Il en rösulte que la formule (32.) 


peut s’ecrire 


nn o nn 
5. > 5 4,0, = —— 30,05 5 0,9;,P;r 
( ) Fon Zu 0) (n—1)! = ® ij Pi P; 
ol on a pose 
Re 
= Pi; %;> (k=1,2...0) 
= = 


les deux formes quadratiques IIFa,,x,r; et F3a,,x,r, etant arbitraires. 
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Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 
Section V. 


Proprietes de l’ensemble (#) des formes quadratiques 
correspondant aux differents types de paralleloedres primitifs. 





Definition du domaine des formes quadratiques correspondant da un type de 
paralleloedres primitifs. 


85. Supposons qu’un type de paralleloedres primitifs soit caracterise 
par un ensemble (Z) de simplexes. 
Designons par 


0: = z2n) d;; (k=1,2...0) 


les regulateurs qui correspondent aux differentes faces incongruentes ä n—1 
dimensions des simplexes de l’ensemble (Z). 


Definition. Om appellera domaine de formes quadratiques correspon- 
dant au type des paralleloedres primitifs caracterıse par Üensemble (L) de 
simplexes un domaine 4 de formes quadratiques verifiant les inegalites 


(1.) 9, =Z2p%a,>0. (k=1,2,...0) 


En vertu du theor&me fondamental du n’ 77, pour qu’une forme 
quadratigque f definisse un ensemble (R) de paralleloedres primitiis appar- 
tenant au type caracterise par l’ensemble (Z) de simplexes, il faut et ıl 
suffit que la forme f soit interieure au domaine 4. Il en resulte que le 
domaine 4 est ä an. dimensions. 

S6. Parmi les inegalit6s (1.) peuvent se trouver des inegalit6s 
dependantes. Supposons qu’on ait choisi un systeme d’inegalites inde- 
pendantes 


qui definissent le domaine 4. A l’aide des regulateurs independants 
01, 02... O„, on presentera tous les regulateurs sous la forme 














112 Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 


m 
(2.) 0,= 3 h"o, ou hP>o. (r=1,2...m;k=1,2...0) 
r=1 Pt 


Observons qu’aucune forme quadratique FZ%a,,x,;x,; ne verifie les equations 
0,=0, 0, = 0, ... Om — 0, 
puisque les egalites (2.) donneraient 


0=0, (k =1,2...0) 


et, en vertu de la formule (I.) du n’ 84, on aurait 
ZIa,a,=0, 
Zr a,x,;x, etant une forme arbitraire; ıl s’ensuit que 
a;=0. ((=1,2...n;j=1,2...n) 


Au domaine / sont, donc, applicables les conclusions deduites dans 
mon premier m&moire cite *). 
Designons par 


(3.) 1» Pas: 9 


les formes quadratiques qui caracterisent les differentes ar&tes du domaine 4. 


Le domaine 4 de formes quadratiques sera determine par les 
egalıtes 


8 
=Zz24,%,%,= z up U m>O0, (k=1,2...8) 
u= 
U, %s,...u, etant des parametres arbitraires positifs ou nuls. 


Observons qu’en vertu de la formule (I.) du n? 84, chaque forme 
p,(k=1,2...s) de la serie (3.) aura pour expression 


*) Ce Journal t. 133, p. 97. 
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o 
pri = P2 (Pr, Cı + Parkarr* + Par u)” ou M>O. (r=1,2...0;k=1,2...s) 


r=1 


Proprietes des requlateurs independants. 
8%. En conservant les notations des n° 69—74 supposons qu’un 
simplexe L de l’ensemble (Z) soit caracterise par les systemes 


(io), (i)s+-- (in). 


Admettons que parmi les regulateurs 


00; O1>++» On 


qui correspondent aux differentes faces & n—1 dimensions du simplexe Z, 
se trouve au moins un regulateur independant. Supposons, pour fixer 
les idees, que _, soit un regulateur pareil. 

Designons par L, (k=0, 1,2,...n) les simplexes qui sont contigus 
au simplexe (Z) par les faces ä n—1l dimensions caracterisees par les 


systemes 
(l, ). (h=0,1,2...n; h$k; k=0,1,2,...n) 
Supposons qu’en remplacant dans le simplexe Z le sommet ([;,) 


par un sommet (l;,), on obtienne le simplexe Z, (k=0,1,2,...n). 
En vertu de la formule (6.) du n’ 73, on aura 


(1.) 2 92 Pi (l, —ı)=Fn( FE RR (k=0,1,2,..n;A#+%k) 
Posons 
(2.) li var 5 CH a oa > 9 =]. (k=0,1,2,...n) 
k=0 r=0 


Comme, ä cause de liinegalite (14.) du n? 70, 


Pr (la La) >0, 
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il vient, en vertu de (2.), 
(3.) IP <O. (k=0,1,2,...n) 
Examinons les nombres 
(4.) - 


qui correspondent au regulateur independant o,. On aura, ä cause de (3.), 


H<0. 


Je dis que parmi les nombres 97, 9%,... 9% au moins deux nombres 

sont positifs. Comme 329-1, il est evident qu’au moins un nombre, 
k=0 

par exemple 9%), sera positif. Admettons que 3, soit le seul nombre po- 


sitif dans la serie (4.). 


Designons, pour fixer les idees, 
(5.) H<0, N<0,..<0, N=0,..9_=0, NO. 


La valeur correspondante de la fonction F, (lo; -.- 4), en vertu 
de la formule (4.) du n° 73, peut etre presentee sous la forme 


(6.) Fayllos + nm) EFa; (ion) lo—L;n) 


2 
e z v7 22a, (li. —l,.) (l,,—1;) . 


En vertu de la formule (I.) du n? 84 et des inegalites (5.), on 
peut presenter cette @galit€ sous la forme 


Faylio,.. m) Ehre, oa h,>0, 


y= 


et comme d’autre part, ä& cause de (l.) 
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> (7.) 299% (la) = Fa (lo; --- Io); 


il vient 


0 
x Fe ” E 
00 z Q, 0, ou Q, - 0. (r=1,2,...0) 
dd 


Nous avons suppose que 9, soit un rÖgulateur independant, done il 
est necessaire que 


9:=0 tant qu’un regulateur E, n’est pas proportionnel ä @,. 


La formule (6.) donne 


=Z>ra, (lo, (io—,.)=d0 ou 0>0, 
= >a, (I, 1.) (la—1,.) = 00 ou d,>0. (k = 0,1,2,...2) 


Il s’ensuit au’on aura identiquement 
l | 


' ' Ö 
(lo— 1.) (o—1,) - d,. = 2a, (I — I.) (l,— 1.) . 


Pour que cette identite subsiste, il faut et ıl suffit que 





En vertu du theoreme I du n’ 51, les nombres Io — In 
(=1,2,...n), et Z,—l. (e=1,2,...n), n’ont pas de diviseur commun, 
on en conclut que 


! 
bo a: AR ’ 


ce qui est impossible. 


N h REN RD R EEE are ar 7 Er: 3 N . 
: EIERN LE Se ee a EN EREURREDFER ENT. ug e= , von ii i nit . RER PORN 
4 Fl Er a a a h “ N N A ee Hr a ea Ze ER RT HT ER ee Er PH R RR 15T a 9 RE En ee 
“ ab Rn ER na nt Fr ’ A ER ab ea at nn ai a Ba A Sn a Luiz RENNER 


Designons, pour fixer les ıdees, 


Ra ren - 
Se ee 


(8) H<O, N<O,.. H<0, 941=0,... 9-0, 9,41>0, ... 9, >0 


ou A>0 et u<n—2. 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 2. 
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SS. Theoreme: En remplacant dans le simplexe L les sommets (l,.), 
k=0,1,2,... A, successivement par le sommet (l;,), on obtiendra les simplexes 


(9.) Lo; L,, ..d 


qui sont contigus au simplexe L et deux a deux par les faces a n—1 di- 
mensvons dont les regulateurs sont proportionnels au regulateur @o- 

Appliquons la formule (*) du n’ 74 aux simplexes Z et Z, 
(k=0,1,2,...4); on aura 





F o(bio;s -+- 0) = Fam (bios » + In) + 2% Par (la io). &ERn=0,1,2,..2) 
En vertu de (8.), on obtient 

Zr. la u) >0. (h£k,k=0,1,2,...2) 
Ayant £gard ä la formule (7.), on trouve 


Falls...) = 0,0 OU d,>0 (k = 0,1,2,... 1) 


et 
(10.) 0, ZU OU u>0. (k = 0,1,2,...4) 


En vertu de (1.) et (7.), il vient 
Foyllir -- Im) = 0; Faylhios +. In) OU ww, >0. =0,1,2,..2) 


L’egalite obtenue presente une identite par rapport aux coefficients 
de la forme quadratique F>a,x,;x,. On en tire, ä cause de (2.), les 


egalites 
(IPP-IP- IM), (= 0.8. 
III. (d=0,1,2,.0; 5=0,1,2,..n; 4%) 
n n . N e : 
Comme 39®=1 et 33=1, il est necessaire que w,=1 et 
i=0 i=0 
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9 . Vu ’ (i=0,1,2,...0) 
donc 


l,=ln. (k=0,1,2,...2) 
La formule (1.) devient dans ce cas 
2 0, = Pi (lu—lo) ran Fu (6; ... 5.) > (kZk;k=0,1,2,...4) 
Observons que les simplexes 
L,L,,L....2, 


composent un groupe de simplexes parfaitement determine correspondant 
au regulateur independant @,. Ce que nous avons dit concernant le sim- 
plexe L peut etre rapporte & tous les simplexes de la serie (9.) Tous 


les simplexes qui restent Z,,,,...Z, sont contigus au simplexe Z par les 


faces dont les regulateurs ne sont pas proportionnels ä @,. 
89. Observons que les simplexes (9.) composent un polyedre con- 
vexe K ayant n-+2 sommets 


En effet, tous les points des simplexes (9.) appartiennent au polyedre X 
compose des points determines par les egalıtes 


| ö r 
(11.) zul + Zul ou u+ Zu=l et u>0, u>0. 
k=0 ie | 
(k= 0,1, 2,...n) 


Je dis que chaque point (z,) determine par ces 6galites appartient 
au moins & un des simplexes (9.) 
Supposons, en premier lieu, qu’on ait les ıinegalites 


ut+uH>0. (k=0,1,2,...n) 
16* 
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On presentera l’egalıte (14.), & cause de (2.), sous la forme suivante: 


et, comme B> (u,+u9,) =1, on en conclut que le point (2,) appartient 
k=0 


au simplexe Z. 


Cela pose, supposons qu’au moins un des nombres u, +u9, 
k=0,1,2,...n, soit negatif. Choisissons parmi les nombres 


40 ’ 40 2 490 
3a799’""' 90 


qui sont tous negatiis ou nuls, ä cause de (8.) et (11.), un nombre ET dont 


la valeur numerique est la plus petite. Le point (z,) determine par les 
egalites (11.) appartient dans ce cas au simplexe Z,. Pour le demontrer, 
on presentera les Egalites (11.) sous la forme 


Ur 3 
25 (u + = + (u, —U;. l,, ; (r=0,1,3,0...n;r#%) 
Y, , On 
En vertu des suppositions faites, on aura les inegalites 


u+z.>0, wu u >0, (r=0,1,2,...n;r$%) 


et, comme 


on en conclut que le point (z;) appartient au simplexe L, (u=0,1,2...A). 

Examinons les faces & n-—-1 dimensions du polyedre X. En vertu 
des conditions (8.), le polyedre X possede u—4 faces & n—1 dimensions 
Q, qui sont caracterises par n +1 sommets 


(io), (da): M=0,1,2,...n;htkik=i+l,...m) 


Le sommet (l,,) oa k=4-+1,... u est oppose ä la face 6, (k=4-+1,...u). 
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Toutes les faces a n—1 dimensions du polyedre K qui restent sont 
caracterisees par n sommets. On les caracterisera dans le polyedre K par 
deux sommets opposes. 

On obtient de cette maniere n„— u faces P,(k=u+1,...n) du polyedre 
K caracterisees par deux sommets opposes (l;,) et (l,) (k=u-+l,...n) et 
on obtient (A +1) (n—u) faces P,, (h=0,1,2,...4; k=u+1,...n) carac- 
terisees par deux sommets opposes (l,,) et (l,). 

9%. Observons que le polyedre K est contigu par les faces Q, 
(k=4+1,...u) & d’autres polyedres analogues X, (k=4+1,....) qui sont 
definis par le regulateur independant o,. 

Pour le demontrer, examinons le simplexe Z, (k=4+1,...«) contigu 
au simplexe Z par la face a n—1 dimensions caracterisee par les sommets 


(l;.)- (h=0,1,2...n;hgk;k=ÄA+l,...u) 


Cette face presente une partie de la face correspondante Q, du polyedre K. 
En appliquant la formule (*) du n® 74 aux simplexes L et Z,, 


on obtient 


F ap (bio + In) = Fury (bios Im) +2 ZPpalla—h) oü hzket n=ı+l,...u. 


En vertu des conditions (8.), on aura 


= pi (;a— Lo) —=UV, (k=1+1,..4) 
done, ä cause de (7.), 


Fapilı 109 +++ in) = Fall 109 +++ in) = -29ZPo (ln — lo). REG Kir.) 


Comme le point (l;,) ne se trouve pas parmi les sommets du sim- 
plexe L,, il est necessaire que parmi les regulateurs des faces du simplexe 
L, se trouvent, en vertu de l’egalite obtenue, des regulateurs qui sont 


proportionnels ä ®,. 


En observant que 


LWEEI;HFL, on ZR+I=1. 


(h=0,1,2,...n;htk;k=A/+1,...p) 
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puisque ä cause de (8) %=0 (k=4-+1,... u), on en conclut, en vertu 
du theoreme precedent, qu’en remplagant dans le simplexe L, les sommets 
(l,.) (k=0,1,...4) par le sommet (l,,) on obtiendra un groupe de simplexes 


(12.) L,, LP, LP, ... ZO, (= +1...) 


qui sont contigus deux & deux par des faces ä n—1 dimensions dont les 
regulateurs sont proportionnels ä @,.- 


Designons par K, le polyedre convexe compose de simplexes (12.). 
On obtient le polyedre Ä, en remplagant dans le polyedre X le sommet 
(l;,) par le sommet (2) (k=4-+1,...u). On en conclut que les polyedres 
K et K, sont contigus par la face Q,. 


Examinons d’autres faces du polyedre X. La faceP,(k=u-+]1,... n) 
appartient au simplexe ZL qui est contigu par la face P, au simplexe 
L,. Le regulateur og, (k=u+1,...n) de cette face ne peut etre propor- 
tionnel au regulateur independant o,. 


Il peut arriver qu’aucun des regulateurs correspondant aux diffe- 
rentes faces du simplexe Z, ne sera proportionnel au regulateur 0,. Dans 
ce cas, le polyedre X ne sera contigu par la face P, & aucun polyedre 
analogue correspondant au regulateur independant 0». 


Il peut arriver aussi que parmi les regulateurs des faces du sim- 
plexe ZL, se trouvent des regulateurs qui sont proportionnels & 0,; dans 
ce cas, le simplexe Z, appartient ä& un polyedre convexe ÄK, qui est contigu 
ä K par la face P, (k=u+l,...n). 

De la me&eme maniere, on examinera les faces analogues P,, du 
polyedre X (h=0,1,...4; k=u+l,...n). 

En appliquant le procede expose aux differents simplexes incongruents 
de l’ensemble (Z), on determinera les polyedres convexes incongruents 


K,K,,...K 


w—1 


qui sont composes de groupes correspondants de simplexes appartenant ä 
l’ensemble (Z). 
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nn 


Reconstruction de l’ensemble (L) de simplexes en un autre ensemble 
(L’) de simplexes. 


91. On peut partager les polyedres convexes 


>: 

8 

RN 

R 
Ri 
$ 


(1.) A ; 


correspondant & un regulateur independant 0 en nouveaux simplexes. 
Conservant les notations pr&ecedentes, examinons le polyedre convexe 
K compose de simplexes 


(2.) REN I 
Le polyedre K possede n +2 sommets 
(4) > (bo)s ++ (lin). 
Theoreme. En remplacant dans le simplexe L caracterise par les sommets 
(bio) (la)s ++. (lin) 


un sommet (l,) par le sommet (l) oü k=u+l,...n, on obtient n— wu 
simplexes 


(3.) Lun: ... L, 





qui composent aussi le polyedre K. Les simplexes obtenus n’appartiennent 
pas a l’ensemble (L) de simplexes. 


Posons, comme nous l’avons fait au n® 87, 


(4.) = 391, oa 39-1 
k=0 k=0 


et 


(5.).<0, I9,<0,..H<0, ,ı1=0,..9,=0, $,41>0,...9,>0. 
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Il est clair que chaque point des simplexes (3.) appartient au 
polyedre K. 
Soit (x,) un point quelconque du polyedre X determine ä l’aide 


des £galıtes 
(6.) ,=ul; + > ul, ot ut Zu =1,u>0,u>0. (k=0,1 ,...n) 
k=0 ER 


Choisissons parmi les nombres 


celui qui est le plus petit. Supposons, pour fixer les idees, que 


hand Finn. j =u+1...n) 
3, eh 


Je dis que le point (z,) appartient au simplexe L,. En effet, l’egalite (6.) 
peut @tre mise, ä cause de (4.), sous la forme 


= (u + s)l + (wu la. (h=0,1,...n;h 4 k) 
En observant que 
“+, >0, u, >0, (h=0,1,...n;h#A) 
et que 
ut, N (wu g)=1, A=0,1,2,...n;h+M) 


on en conclut que le point (z,) appartient au simplexe ,(k=u+l,...n). 
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Les simplexes (3.) ne peuvent appartenir ä l’ensemble (Z), puisque 
cet ensemble, en vertu du theoreme I du n’ 61, partage uniformement 
l’espace ä& n dimensions. 

92. Supposons qu’on ait remplac& dans l’ensemble (Z) le groupe 
de simplexes (2.) par le groupe correspondant (3.).. Admettons qu’on ait 
effectue cette reconstruction des simplexes de l’ensemble (Z) par rapport 
ä tous les polyedres qui sont congruents aux polyedres (1.). On obtient 
de cette maniere un nouvel ensemble (Z’) de simplexes qui jouit des 
proprietes suivantes. 

1. L’ensemble (L’) de simplexes remplit uniformement Vespace a n 
dimensions. 

2. L’ensemble (L’) peut etre partage en classes de simplexes congruents 
et le nombre des classes differentes est fini. 

Cherchons les regulateurs et les caracteristiques des faces ä n—1 
dimensions des simplexes appartenant ä l’ensemble (Z/). 

Soient L’ et L, deux simplexes quelconques de l’ensemble (77) 
qui sont contigus par une face P ä n—1 dimensions. Admettons que 
les deux simplexes Z’ et L, appartiennent aussi ä "ensemble (Z). Dans 
ce cas le regulateur et la caracteristique de la face P dans l’ensemble 
(L’) ne changent pas. 


Supposons qu’au moins un des simplexes examines n’appartienne 
pas ä ensemble (Z) de simplexes. Ce simplexe appartiendra dans ce cas 
ä un polyedre qui est congruent ä un polyedre de la serie (1.). Supposons 
pour fixer les idees que ce soit le polyedre Ä. 

En observant que le simplexe examine se trouve parmi les sim- 
plexes (3.) choisissons un de ces simplexes L, (k=u +1,...n) et examinons 
les regulateurs et les caracteristiques de toutes ces faces ä n—1 dimensions. 

En vertu de la definition &tablie, le simplexe L, est caracterise 


par les sommets 
\ 


(lo); ... (iM); (2;) ’ (441); ... (l,.)- (k=u+ 1,...n) 


Designons par P,, une face & n—1| dimensions du simplexe Z) qui est 
opposee au sommet (l,,) (h=0,1,2,...; h+k). Par P, designons la face 
du simplexe Z) qui est opposee au sommet (l;). 
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Toutes les faces & n—1 dimensions du simplexe Z, peuvent £tre 
partagees en trois groupes: 


(1.) Pas Pus---Pır et Pi; 
(2.) Prnaeo Pur 
(3.) Pie Ale Prrnien Aa 


95. Cherchons les regulateurs des faces du simplexe Z, appartenant 
au premier groupe. 

Examinons, en premier lieu, la face ?,. Comme la face P, est 
caracterisee par les sommets 


(l;o) ... (,ı-ı)> (k4rı); ... (l..); 


elle presente une face du polyedre K. 

Dans l’ensemble (Z) la face P, appartenait ä deux simplexes Z et L.. 
Deux cas sont ä distinguer: 

Premier cas: le simplexe ZL, appartient ä& l’ensemble (Z/). 

Designons par oe, le regulateur et par (p,,) la caracteristique de la 
face P, dans l’ensemble (Z) par rapport au simplexe Z. 


Designons par o, le regulateur de la face P, dans l’ensemble (7/). 
La caracteristique de la face P, dans l’ensemble (Z’) par rapport au sim- 
plexe L, sera (p,.)- 


En vertu de la definition &tablie au n° 73, on peut poser 
Fiylh,...4)= 29 Z(—Pur) (lia—L)- (A+k) 


En appliquant la formule (*) du n’ 74 aux simplexes L et Z,, 
on obtient 


(7.) Fo (ls...4)=Faplhs-. u) +2 Par lla—k). (A+%) 
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Il s’ensuit que 


Ka _ Fall...) 
(8.) A=etzzu ar+l) (k=u+1,...n) 


Nous avons vu au n’ 87 que la fonction F„(l,.../,) est proportionnelle 
au regulateur independant 0. Comme, en vertu de (5.), 


Zpalint+&)>0, (hEk;k=i+1,...u) 
la formule (8.) peut s’ecrire 


= 0, +0,0 ou d,>0. 


Deuzxieme cas: le simplexe ZL, n’appartient pas ä l’ensemble (7). 

Dans ce cas le simplexe L, appartient ä& un polyedre convexe K, 
et la face P, appartiendra dans l’ensemble (L’) ä deux simplexes 
nouveaux. 

La face P, dans l’ensemble (Z’) appartient au simplexe /, et ä 
un simplexe qu’on obtient en remplagant le sommet (l,) du simplexe Z, 
par un sommet nouveau qu’on designera par (l;). Designons par L} le 
simplexe qu’on obtient en remplagant dans le simplexe ZL, le sommet (/,,) 
par le sommet (Z}). 


En vertu de la definition &tablie au n’ 73, on aura 
Faplh,...4)=294 pa (a5). Ark 


En appliquant la formule fondamentale (*) du n’ 74 aux sim- 
plexes ZL, et ZL, qui sont contigus par la face P,, on obtient 


Fayy (li, ... In) 


Fay(h,... m) =Faplh, m) + Era) Elia) 


et, & cause de (7.), il vient 











126 Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 


Fayllı,... 4) Fap(l®,... 1) 


9.) HF gZ ar) T VEpulla—R)" 
En vertu de la supposition faite, les fonctions 
Foylls...%) & Full; --. 4) 
sont proportionnelles au regulateur independant 0. Comme 


pin +5) >0 et Pula E) >; (k=u+1,...n) 
la formule (9.) peut s’ecrire 


= 9 + ro ou 0, >0. (k= u+1,...n) 


De la meme maniere, on examinera le regulateur de la face P,, 
(k=0;4;, 25:8). 


Comme la face P,, appartient dans l’ensemble (Z) au simplexe 
L,(h=0,1,2,...4), on en conclut qu’en designant le simplexe Z, par le 
simplexe ZL on reviendra & un des deux cas precedents. 


94. Cherchons les regulateurs des faces du simplexe Z, appartenant 
au deuxieme groupe. Choisissons une face P„(h=4+1,...u;k=u+]1,...n) 
dans ce groupe. 


La face P,, presente une partie de la face Q, du polyedre K. 


Nous avons designe au n° 90 par K, le polyedre qui est contigu 
au polyedre X par la face Q,. Le polyedre X, possede n+2 sommets 


(2;) ’ (2,0) yo. (l;a_M) ’ (l;.) ’ (bin ı) „so. (l,.) ° 
Dans l’ensemble (Z’), le polyedre Ä, est partage en simplexes 


1 ' 
METER 70 


qu’on obtient en remplagant dans les simplexes 
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4 ’ 
L,+1» + 2 


le sommet (l,,) par le sommet (l,) (k=4+1,...u). 
On en conclut que la face P,, appartient dans l’ensemble (Z’) ä 


deux simplexes 


L, et Lu. 


' Designons par ge, le regulateur correspondant ä la face P,, dans 
l’ensemble (ZL’). Observons que la caracteristique (p,) sera la meme pour 
toutes les faces P,„, oü k=u-+l,...n puisque ces faces composent la 
face Q, du polyedre K. 


Dans l’ensemble (L), la face Q, est partagee en faces 
P,; Pos ++» Pi 


des simplexes Z, Z,,... Z, qui ont la m&me caracteristique (9,). On 
en conclut que 


Pin = Pin» 


ä& condition que la caracteristique (p,) soit choisie par rapport aux sim- 
plexes (2.). 


En vertu: de la definition &tablie au n’ 73, on peut poser 
Fall; ... nA) Erg 20H pl, I) . (r+h) 


En appliquant la formule (*) du No. 74 aux simplexes Z et Z,, 
on aura 


’ ) ’ ’ ex Feaili.... 0 
Fu ihy ++» Inn) ne F as Ih) ++» nk) 2 par) wer . 


D’autre part, on a 


Fay(lır ... Inn) _- 2, rau); 
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et par suite 


E + Zpalle—ia) Fall,... a) 
MmMTrT Zu) 23a untl 








On peut donc £crire 


On + (up: (kh=i+l,...ua;k=u+l,...n) 


Dans la formule obtenue, le nombre d,, peut @tre positif, negatif 
ou nul. 

95. Cherchons les regulateurs des faces du simplexe Z, appartenant 
au troisieme group. Soit P,. une face appartenant ä ce groupe, 
h=u+l,...n, h$k, k=u+l,...n. La face P,, appartient dans l’ensem- 
ble (L’) ä deux simplexes Z, et Z, de la serie (3... En remplagant dans le 
simplexe Z, le sommet (/,,) par le sommet (l,,), on obtient le simplexe 
I). Il en resulte qu’en designant par o, le regulateur et par (pf®) la 
caracteristique de la face P,, par rapport au simplexe L,, on aura 


(10.) Fa» nr Is) = 20 Zn" (l,,—L)- (r$h;r+k) 


L’egalite (4.) peut s’ecrire 


1 y I, 
= 5, + z(-z)hr (r=0,1,2,...n;r+k) 


En observant que 


1 N _ 
rege 


k 


on determinera la valeur de la fonction Frn(lus...2.), en vertu de la 


formule (4.) du n’ 73, par l’egalite 


F ap (Ins- .. )=ZZa,lulu—;, Zza,;l I; un 3} 22a, berlin (=0,1,2,.n,r$%) 


En se rappelant qu’ä cause de (4.) 
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Fayl',.. u) = 220,4, 29, Zu, luly, 
et en comparant les deux £galites obtenues, on trouve 


1 
Fasz ... u)=— 5 F (Ü yo.. In). 


En substituant dans la formule (10.) l’expression trouvee de la 
fonction Fury (ba... 4), on obtient 


1 Faolli,...l 
' ayllı,. In) J (h=yu+tl,..nz;k=u+rl,..n;h$tk;rt+i) 


[u +2 55 pn (1, —i,) 





On en conclut qu’en posant 


' 


Or — —InPp; h=u+l1,...n;k=u+h,..n;h+k) 


on aura d,> 0. 


Algorithme pour la recherche des domaines de formes quadratiques 


qui sont contigus da un domaine donne par les faces a ut — 1 dimensions. 


%6. Supposons qu’un domaine 4 de formes quadratiques correspon- 
dant & un type de paralleloedres primitifs qui est caracterise par l’en- 
semble (Z) de simplexes soit defini par les inegalites ind&pendantes 


9,0. (k=1,2,...m) 


Supposons qu’un de ces regulateurs soit proportionnel ä un regula- 
teur independant e et reconstruisons l’ensemble (ZL) de simplexes en un 
autre ensemble (Z’) ä l’aide du procede expose aux n”* 91--92, 

Designons par 


01, 02, +++@, 


tous les regulateurs des faces incongruentes des simplexes appartenant 
ä l’ensemble (Z) et designons par 





130 Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 


tous les regulateurs des faces des simplexes appartenant ä l’ensemble (7). 


Nous avons vu aux n°* 93—95 que tous ces regulateurs peuvent 


etre presentes sous la forme 


(1.) 


ou = 0 + I;n0 


tant qu’un regulateur e, n’est pas proportionnel ä o. 
Examinons le domaine D’ de formes quadratiques determine par 


les inegalites i 


(2.) 4 >0. (k=1,2,...7) 
Je dis que ces inegalites definissent un domaine de formes qua- 
dratiques ä he dimensions. En admettant le contraire, on trouvera 


les parametres u(k=1,2,...r) positiifs ou nuls qui reduisent en une 


identite V’egalıte 


(3.) > u%=0 ou m>0. (k=1,2,...7) 


En vertu des formules (1.), cette identit@ peut s’ecrire 


. | 
Ev, tvVo=0 ou u, >0. (k=1,2,...0) 
k=1 BER, 


Comme le regulateur o est independant il est necessaire que v, = 
tant qu’un regulateur 0, n’est pas proportionnel ä o. Il en resulte que 
dans .identite (3.) on a aussi «.=0 tant qu’un regulateur o, n’est pas 
proportionnel ä 0. En vertu de (1.), Fidentite (3.) prend la forme 
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Zu, (— 0,0) = 0 ou w>O et d,>0, 


ce qui est impossible. 
Le domaine 4’ defini par les inegalites (2.) correspond ä un nouveau 
type de paralleloedres primitifs caracterise par l’ensemble (Z’) de simplexes. 
Observons qu’en vertu des £galites (1.), chaque forme quadratique 
qui est interieure ä la face du domaine 47 determinee par l’@quation 


(4.) 0=0 


appartient au domaine 4’ et vice-versa.. On en conclut que les deux 


domaines 4 et 4° sont contigus par la face ä STH 


_ 


— 1 dimensions deter- 


minee par l’equation (4.). 


Ensemble (4) des domaines de formes quadratiques correspondant aux 
dıfferents types des paralleloedres primitifs. 
9%. A Taide de l’algorithme expose au n® precedent, on peut 
determiner les domaines de formes quadratiques 


(1.) Br Bis: 


m 


qui sont contigus au domaine 4 par ses faces ä " "11 dimensions, 
puis on determinera les domaines qui sont contigus aux domaines (1.) et 
ainsi de suite. 

Designons par (4) l’ensemble compose de tous les domaines de 
formes quadratiques qui correspondent aux differents types de paralle- 
loedres primitifs. 

Theoreme I. L’ensemble (4) des domaines de formes quadratıques 
partage uniformement l’ensemble de toutes les formes quadratıques positives 
an varvables. 

Soit p(Xı,%,...2,) une forme quadratique positive arbitraire. 
Choisissons une forme u (1, %3,...%,) qui est interieure au domaine 4 et 


examinons un vecteur g compos® de formes 


(2.) =ptulp—y) ou 0<u<si1. 
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En faisant croitre le parametre « d’une maniere continue dans 
intervalle 0<u<{1, on determinera une serie de domaines 


(3.) d, ve 


‚ n(n+1) 
quı sont contigus successivement par les faces ä ke: Syrah, dimensions et 


qui renferment les differentes formes du vecteur g. 

Je dis que la serie de domaines (3.) se terminera toujours par un 
domaine auquel appartient la forme quadratique donnee 9. 

Pour le demontrer, designons par 


(4.) (la), (la),..-(4,) oc T=i"t—1 


les systemes qui caracterisent les faces ä n—1 dimensions des paralle- 
loedres primitifs appartenant au type qui correspond au domaine 4 de 
formes quadratiques. 

Designons par le symbole N (f) une somme 


des valeurs d’une forme f(Xı,%,...2,) correspondant aux systemes (4.). 
Designons, pareillement, par 


(5.) (19), (1®),...(1P) ot = M—1 


les syst&mes qui caracterisent les faces ä n—1 dimensions des paralle- 
loedres primitifs appartenant au type qui correspond ä& un domaine 4® de 
la serie (3.) et posons 


N®(f) = & f(®,...19), d=1,2.. 


Nous avons vu au n? 55 que les systemes (4.) et (5.) sont congrus 
par rapport au module 2. En vertu du theoreme du n® 48, on aura 


une inegalite 
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N()<N®(f), Ge1,2 ..) 


tant qu’une forme quadratique f est interieure au domaine 4. Il en 
resulte que l’inegalite 
N()<N®(f) (=1, 2, ...) 


subsiste ä& condition qu’une forme f appartienne au domaine 4. 
Cela pose, observons qu’en vertu de la supposition faite, la forme 


, est interieure au domaine 7, on aura donc l’in£galite 
(6.) N (9) <N® (g.). 1,3. 


Soit / une forme du vecteur g qui appartient au domaine 4® de 
la serie (3.). 
On aura une inegalite 


(7.) NNZN®M. 

En observant qu’a cause de (2.) 
N(D=(-u)N(p)+uN(p), 
NP (M)=(1—-u)N® (p)+uN®(p), 

Vinegalite (7.) peut s’ecrire 
u[N (p) -N® (p)]>(1—u)[N® (9) —N (po). 
Comme 0<u<Zl, cette inegalite donne, ä cause de (6.), 
N’(Y)ZN (p). #12.) 


La forme quadratique  etant positive, ıl n’existe qu’un nombre 
limite de differents systemes (5.) verifiant cette inegalite. D’autre part, 
ıl n’existe qu’un nombre limite de domaines de formes appartenant ä l’en- 
semble (4) qui sont caracterises par les m&mes systemes (5.)., On en 
conclut que la serie (3.) se terminera toujours par un domaine auquel 


appartient la forme quadratique donnee g. 
18* 
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Observons qu’une fcrme quadratique qui est interieure & un 
domaine 4 n’appartient ä aucun autre domaine de l’ensemble (4), puis- 
que le paralleloedre primitif correspondant ä la forme quadratique  appar- 
tiendra au type caracterise par le domaine 4 et ne peut appartenir ä au- 
cun autre type de paralleloedres. 

Supposons qu’une forme quadratique positive p soit interieure ä 
une face P & un nombre quelcongue de dimensions du domaine 4. 
L’ensemble de toutes les formes quadratiques appartenant ä la face P 
sera parlaitement determine par un certain type de paralleloedres im- 
primitiis. On en conclut que la forme ne peut appartenir qu’aux 
domaines qui sont contigus par la face P. 

98. En effeetuant les transformations differentes de l’ensemble (4) 
de formes quadratiques ä l’aide des substitutions & coefficients entiers et 
du determinant qui est egal ä +1, on ne fera que des permutations des 
domaines de l’ensemble (.4). 

On en conclut que l’ensemble (4) de domaines de formes 
peut etre partage en classes de domaines composees de domaines 
equivalents. 

Theoreme Il. Le nombre des classes differentes de domaines appar- 
tenant a l'ensemble (4) est fini. 

Choisissons un domaine quelconque 4 de l’ensemble (4) et soit p 
une forme qui est interieure au domaine 9. Nous avons vu au n°. 54 
que la forme quadratique positive p peut etre transiormee en une autre 
forme @quivalente 9° qui jouit de la propriete que les systemes (4.) corres- 
pondant ä la forme 9’ sont composes de nombres entiers qui ne sur- 
passent pas en valeur numerique une limite fixe, 

La forme g’ est interieure & un domaine 9° qui est @quivalent au 
domaine 4. 

Comme le domaine 4’ est caracterise par les systemes de 
nombres entiers qui ne surpassent pas en valeur numerique une limite 
fixe, il n’existe qu’un nombre limite de domaines pareils dans 
l’ensemble (4). 

Le theoreme &nonce est done demontre. 

99. A l’aide de l’algorithme expose au n° 96, on peut determiner 
successivement tous les representants 
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(8.) dA, FE 


u—1 


des differentes classes de domaines appartenant ä l’ensemble (4). 

Les domaines obtenus jouissent des m&@mes proprietes que les 
domaines de formes quadratiques qui ont &t@ etudies dans mon premier 
memoire cite*). Il en resulte que les domaines (8.) peuvent servir ä la 
reduction des formes quadratiques positives. En appelant reduites les 
formes quadratiques positives qui appartiennent aux domaines (8.), on 
obtient une nouvelle methode de reduction des formes quadratiques posi- 
tives qui est tout ä fait analogue ä une methode de reduction des formes 
quadratiques positives exposee dans le memoire cite. 


Sur les paralleloedres imprimitifs correspondant aux formes quadratiques 
posıtwes. 


100. Supposons qu’une forme quadratique positive y definisse un 
paralleloedre imprimitif R. 

En vertu du theoreme I du n’ 97, la forme „ appartient au 
moins & un domaine de l’ensemble (4). La forme p ne peut etre 
interieure ä aucun domaine de l’ensemble (4) puisqu’autrement le 
paralleloedre R serait primitif. 

Donc, la forme p appartient & une face des domaines de l’ensemble (4). 

Il en resulte que les coefficients de la forme » verifient une ou 
plusieurs equations lineaires 


229,4, =0 


ä coefficients rationnels p,, (?=1,2,...n;7=1,2,...n). 

On en conclut qu’une forme quadratique positive Fa, z; x, dont 
les coefficients presentent une base irreductible ne peut definir qu’un 
paralleloedre primitif. 

Supposons que la forme examinee  soit interieure ä une face P 
ä un nombre quelconque de dimensions des domaines appartenant ä 
ensemble (1). 








*, Ce Journal, t. 133. 
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Designons par 


4,4,... 1m 


les domaines de l’ensemble (4) qui sont contigus par la face P. 
En vertu de ce qui a et& dit au n® 97, on aura les &galites 


N(y)=N’ (9) = ... =N"p). 


On en conclut qu’une forme quadratique positive g ne peut appar- 
tenir qu’& un nombre fini de domaines de l’ensemble (.4). 
101. Supposons qu’une serie infinie de formes quadratiques 


(1.) RR SEHR 


soit composee de formes qui sont interieures au domaine 7. Admettons 


que les formes de cette serie tendent vers une limite p. 
Les formes (1.) definissent une serie infinie de paralleloedres primitifs 


(2.) Rn. B....: 


appartenant ä un meme type caracterise par le domaine 4 qui tendent 


vers une limite R. 
On en conclut que chaque paralleloedre imprimitif R correspondant 


ä& une forme quadratique positive 9 peut etre envisage comme une limite 
des paralleloedres primitifs (2.). 

Designons par le symbole $, le nombre des faces ä v» dimensions 
du paralleloedre imprimitif R et par S) designons le nombre des faces ä 
v dimensions des paralleloedres primitifs (2.) (v=0,1,2,...n—1). 

Comme les faces du paralleloedre imprimitif R sont composees des 
limites des faces des paralleloedres primitifs appartenant ä la serie (2.), 


on en conclut que 
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Nous avons vu au n? 65 que 


8, <(n +1—rv) 4" (m”) 


m=19 (v=0,1,2,...n) 


et par suite 


(3.) 8, <(n +1) I (mann. 0,12... 


Domaine principal de Vensemble (4). 


102. Appliquons la theorie generale exposee dans ce me&moire ä 
une forme quadratique positive 


fe nat + nz; +...+ na — 2x, La — 21,43 ...— 22,71% 
ou on a pose 
(1.) a,=net a,=—l. (#ji;i=1,2,..n;j=1,2,..n) 
Cherchons toutes les representations du minimum de la forme f dans 


un ensemble compose de tous les systemes de nombres entiers qui sont 
congrus ä un systeme (l,,/,,.../,) par rapport au module 2. Posons 


2.) h=el,1=1,2...231eL,=0,i=i+l...% (Geis... 
Le probleme pos& se reduit ä la recherche du minimum de la forme 
f(lı +22, 1, +22.,:-.1,+22,) 


dans l’ensemble EZ compose de tous les systemes (x,) de nombres entiers 


TI, Ds... In 
Observons que la forme /, en vertu des £galites (1.), peut s’&crire 


9 
. 


(3.) [= E- u +232(%— 2, 
ı—j 


= 
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Chaque forme 
%, G=12..n (,—r,)?, (d=1,2,..n; ij; j=1,2, ...n) 
satisfaıt, & cause de (2.), & la condition 


|‘ (, +22)’ >5, : (=1,2,..n) 


(4.) 
r ,—,+2(— 2)” >(,—1,), d=1,2, ..n; ij; j=1,2, ..n) 


quelles que soient les valeurs entieres de z,,2,,...2,. Il s’ensuit, ä cause 
de (3.), que 


f(, +22,%.+22,...,.+22,.)>fllıst.,---2). 
Pour qu’une e£galite 
y(lh +22, l. + 22%,,. . .4„+22,) =g(l,, l.; ade 1.) 
subsiste, il est necessaire, ä cause de (3.) et de (4.), qu’on ait les egalites 
(;,+22)=%, (k—l,+2(, —2))”=(K—1).  (=12..n,i<; =1,2,..n 
En vertu de (2.), on obtient 
= u u =-—JI, (d=1,2, ...n) 
donc la forme f ne possede que deux representations (l,,L,,...2,) et 
(—l,, —L,,...—l,) du minimum dans l’ensemble examine. 
En attrıbuant & lindicee A dans les £galites (2.) les valeurs 
.=1,2,...n et en permutant les nombres /,,!,,.../,, on obtient 2"—1 


systemes qui caracterisent, en vertu du th&or&me du n® 48, les faces än—l 
dimensions du paralleloeedre R correspondant & la forme quadratique 


positive f. 
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Le paralleloedre R sera defini par 2 (2"—1) inögalitös ind&pendantes 


l-n +22, >0, 
2.(n—1) +2(, +2,) >0, (<< h,) 


Pour avoir plus de commodite dans les notations ulterieures, posons 
(5.) wen. +... +2, = —2 WS —2,. u E—L 
et observons que toutes les sommes 
+2 ta, +2): 3, +2,+--- + 2%,,) 
s’expriment par les sommes 
U %, tur tut... + Un, 


ou hu< hı< h.<...<h,_ıethu= 0, 1 , Mies; n;hr — Bi 4 OR N, BR WERL n—l,n. 
Les inegalites qui definissent le paralleloedre R peuvent s’ecrire 


1l-n -+ 2u,>0, 
1 2.(n—1) +2 (ww +%W)>0, (h,<. A) 


. . . ® . ” . ” ® . ” . ” . . [ 





n» 1 + 2 (u, 4 Un, yer- + Um—ı) F 0, (A << An—ı) 


a %=0,1,2,...0n, hh=1,2,...n,.. „ıhz=n—l,n. 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 2. 
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103. Cherchons les sommets du paralleloedre R. A cet effet, 
examinons un point («,) verifiant les equations 


(7.)n+2u,=0,2(n—1)+2 (u, +%)=0,...n-1+2(u+ u +u)=0. 


En vertu de (5.), on obtient : 


(8) =5n, =, (n—2), = 5 (n—2k+42),...,=,(-n+2). 


Je dis que le point obtenu («,) presente un sommet du paralleloedre 
R. Pour le d&montrer, examinons la forme 


(01, %.,...%) +28 0,2%, 
ou, & cause de (8.), la forme 


la, +.) + E(n—2i+2) %» 


i=1 


Pour que le point («,) determine par les Egalites (8.) soit un sommet 
du paralleloedre R, il faut et il suffit que l’inegalite 


(9.) I (21, %, .--%) er Z(n—2i+2),>0 





subsiste dans l’ensemble £. En observant que 


(x, Upper». %,) r B> (n—2:+2)x, B> (27 + %,) + By (;— 2,)+2%,—2,], 


i=1 i=1 i<Tj 


on obtient V’inegalite (9.) puisque les inegalıtes ; 
7+%>0, (;—2,)” +; —2,>0,  de12...nj=2,3,...n) 


ont lieu dans l’ensemble E. 
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Pour qu’une egalıte 


(10.) (z,,%,,-...%)+ EZ(n—2:+2)x2,= 0 


n 
i=1 
subsiste, ıl faut et il suffit qu’on ait les £galites 
:+2=0, (2), —2,=0. del2...n ij; je2,3,...n) 
On en tire 

u=—l, (i=1,2,...2) 2: =0. (=1+1,...n) 


En attribuant ä l’indice A les valeurs A=0,1,2,...n on obtient n+1 
systemes verifiant l’egalıte (10.) 


Be ir, er 


Il est done demontre que le point («,) determine par les equations 
(7.) presente un sommet simple du paralleloedre R. 
Introduisons dans nos recherches un symbole 


(11.) (Rast, Bas... Au) 


dans lequel les indices A,,Ah,,...h, presentent une permutation des 
nombres 0,1,2,...n et convenons de designer par ce symbole un point 
qui verifie les e&quations 


(12.) n+2w, =0, 2(n—1)+2(w,+%)=0,... 
n+2(u, +Wwt+ ++ ,)=0. 


En vertu de la definition &tablie du symbole (11.), le sommet («,) 
du paralleloedre R determine par les @quations (7.) sera caracterise par 
le symbole 
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Je dis que chaque symbole (11.) caracterise un sommet du paralle- 
loedre R. 

Pour le demontrer, effectuons une transformation du paralleloedre 
R & l’aide d’une substitution 


' ' 
(13.) uU = U, Uz = Un, 5 +++ Un = Un 


ou on a pose 


Les megalites (6.) qui definissent le paralleloedre R seront permutees 
par la substitution consideree, donc le paralleloedre R sera transforme en 
sol-meme. 

Le sommet («;) du paralleloedre R determine par les equations (7.) 
sera transforme, en vertu de (13.), en un sommet du paralleloedre R 
determine par les equations (12.), donc ce sommet sera caracterise par 
le symbole (11.) 

Nous avons demontre l’existence de (n+1)! sommets simples du 
paralleloedre R correspondant ä la forme quadratique positive 9. Comme 
le nombre des sommets d’aucun paralleloedre correspondant ä une forme 
quadratique positive ne surpasse une limite (n+1)!, en vertu de la for- 
mule (3.) du n’ 101, on en conclut que le paralleloedre R ne possede 
pas d’autres sommets que ceux qui sont caracterises par le symbole 


(hu,hı; ... 1.) 


dans lequel on permute les indices 0,1,2,...n de toutes les manieres 
possibles. 

Tous les sommets du paralleloedre R sont simples, donc le paralle- 
loedre R est primitif. En observant que le nombre des sommets du 
paralleloedre R s’exprime par la formule 


(14.) S:=(n+1)!=(n+1)4” (m").-ı; 


on en conclut, en vertu de ce qui a ete dit au n? 66, que le nombre 
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S, des faces ä » dimensions du paralleloedre R s’exprime par la formule 


S,=(n+1-—-r) 4" (m").-ı- (= 0,1,2...n) 


104. Cherchons les rögulateurs et les caractöristiques des faces 
ä n—1 dimensions des simplexes de l’ensemble (Z) qui definit le type de 
paralleloedres primitifs auquel appartient le paralleloedre examine R. 

Chaque symbole (h,,Ah,...h,) definit un simplexe caracterise par les 


fonctions lineaires 


Un,» Ur, + Un» ... Un, + Un, + ... =. Un, . 
En vertu de (5.), on aura Identiquement 


(15.) U, + Un, rot == (), 


i 


Observons que n+1 simplexes qu’on obtient en effectuant les 
permutations circulaires des indices Ao,hy,... A, 


ie ie Be ka 


sont congruents. En choisissant parmi ces simplexes un representant, on 
determinera de cette maniere n! simplexes incongruents de l’ensemble (Z). 
Examinons deux simplexes determines par deux symboles 


(Ao,hısliase.hr) et (Ar,fe, Aa,...h,) 
qui ne different que par une transposition des indices h, et A,. 


En vertu de la definition etablie, ces simplexes sont caracterises 
par les fonctions 


(16.) [Un Un, + Un, Un, + Un, + Uns U, tun ++ u] 


et 


(17) [tu tu tu, tu tt un.) 
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Ces deux simplexes ne different que par les sommets qui sont 
caracterises par les fonctions u,, et u, 

On en conclut que ces deux simplexes sont contigus par une face 
ä n—1 dimensions qui est caracterisee par les fonctions 


(8.) [%,, + U; u,tr%, tu.» U,,t Un, +++u,]- 


Determinons la caracteristigque +(p,) de cette face. En posant, 
comme nous l’avons fait au n® 72, 


w+uw=d,wtwtwW=l..Wtr ee t+WwtWw nd, 
on obtient, ä cause de (15.), d=0 et par suite 


(19.) wu, u=0... 0. 


En designant par (p,) la caracteristique de le face (18.) par rapport 
au simplexe (16.), on aura une condition supplementaire 


(20.) > 0 
qui, ajoutee aux egalitees (19.), definit bien la caracteristigue (9,)- 
Designons, pour abreger, 
(21.) hu=ti et hh=jI 
et supposons que ?+0 et 7#0. En vertu des ögalıtes (5.), on aura 
uw=W=—m: WSW=—P;- 


En vertu de (19.) et (20.), on obtient 


Pr. = 0, 
(22.) (k=1,2,..n;k+i; +) 
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On peut donc caracteriser la caracteristique (p,) par une fonction 
correspondante 
29, u =—-%+ Li. 


Supposons que 7=0. On aura dans ce cas les £galites 


9, +Pp ++ +9m.=9;P9 > 0 (k=1,2..n;k$i) 


et par suite, ä& cause de (20.), 
Zzp u =—L,. 


De la m&me maniere on examinera le cas «=0. On peut reunir les trois 
cas examines en designant la caracteristique de la face (18.) par la fonc- 
tion —z,+2,, & condition que 2, =0. 

/herchons le regulateur o;,; de la face examinee. A cet effet, deter- 
minons les nombres 9,, %,,...%, d’apres les conditions 


= El, + +W,) a 29 =1. 


i=o 
On obtient 
= —1,%,=1,9=0,...9_=0,%=1. 


En appliquant la formule (20.) du n® 72, on trouve 
205; [(un; +++ + un,) — Un, | (9, )® + (0, )>— (U, + un,) 


— (u, +%4+ 4%)? ou A>0. 


En vertu des egalites (15.) et (19.), cette formule se ramene ä 


celle-ci 


20,= (u), )>+ (u, u I + u, P, 
et par suite 


0,7 Un, Un, 


ou, ä cause de (21.) 
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(23.) 0 = u U; 
Supposons que 7=0; les formules (5.) donnent 
WR tRte ts) tt. tm 


En remplagant dans cette formule z,z, par «a,, on obtient l’ex- 
pression cherchee du regulateur 0, 


(24.) O;0 3 a,. ((=1,2,...N) 
i=1 


En supposant que «#0 et 7+0, on aura 


et par suite 


(25.) 0,=—4,. (d=1,2,...v;ij;jel,2,...n) 


Observons que la face (18.) possede le regulateur o,, et la caracte- 
ristique —a2, + x, independamment des valeurs des indices A,,...h,. On 
en conclut qu’il existe (n—1)! faces incongruentes des simplexes de l’en- 
semble (Z) qui possedent le m&me regulateur o,, et la m&me caracteristique 


+7. (=0,1,2,...n; ij; j=0,1,2,...n) 
En appliquant la formule (I.) du n® 84, on obtient 


= 24,2%, = =z20,(%—2,), (=0,1,2,..n;7<Lj; j=1,2,...n) 


ij 


oü on a pose z,=0, ou autrement 


(26.) ZFa,2; = FZo% + F80,(%; —%,)?. d=12...07<;j=2,3,...n) 
i=1 i<j 


Le domaine 4 de formes quadratiques correspondant au type 
examine de paralleloedres primitifs sera determine par les inegalites- 











Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 147 


0, >0 (=0,1,2,...n; j=0,1,2,...n) 


ou autrement, ä cause de (24.) et (25.), par les inegalites 


n 
(27.) 3 a, >0, —a,>0. d=1,2,...n; 15; j=2,8,...n) 


k=1 — 


n(n+1) 
2 
de formes quadratiques defini par ces inegalites est un domaine simple. 


Le nombre de ces inegalites est egal ä ‚ donc le domaine 


En attribuant aux parametres go, (?=0,1,2,...n; 7=0,1,2,...n; 
‘<£7) dans la formule (26.) les valeurs arbitraires positives ou nulles, on 
determinera toutes les formes quadratiques appartenant au domaine 4. 

Une coincidence remarquable est ä signaler. Le domaine de formes 
quadratiques (27.) a ete etudie dans mon premier memoire cite*) oü il 
a ete appele domaine principal. Ce domaine correspond ä une forme 
quadratique positive parfaite principale 


2 2 2 
= 14 +2 +++ 7% ++ + %—1 Tu» 
Il est remarquable que l’ensemble des caracteristiques trouvees 


+2, + (,—7,), (d=1,2,...n; ij; j=2,3,...n) 


coincide avec l’ensemble des representations du minimum de la forme 
parfaite principale g. 
Domaines de formes quadratiques contigus au domaine princıpal. 


105. Toutes les faces a "”+V_] dimensions du domaine prin- 


cipal 4 sont @quivalentes **). 
Il s’ensuit que tous les domaines de formes appartenant ä l’ensemble 


n(n+1) 


(4) qui sont contigus au domaine principal 4 par les faces ä 5 1 


dimensions sont @quivalents. 


*), Ce Journal, t. 133. 
**) Voyez mon m&moire cite. 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 2. 
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Dans le cas n=2 et n=3, l’ensemble (4) de domaines de formes 
quadratiques est compose d’une seule classe de domaines &quivalents au 
domaine principal. 

On en conclut que dans l’espace ä 2 et ä 3 dimensions il n’existe 
qu’un seul type de paralleloedres primitifs, & condition qu’on ne considere pas 
comme differents les types &quivalents qui correspondent aux domaines 
“quivalents de formes quadratiques. 

Supposons que n>4 et cherchons le domaine 49° qui est contigu 
au domaine principal 4 par la face determine ä l’aide de l’equation 


0 = —An 0. 


En applıquant lalgorithme expose au n° 96, determinons les 
polyedres convexes incongruents qui correspondent au regulateur in- 
dependant o. 

Nous avons vu au n’ 104 que le regulateur u = g,, correspond 
aux faces communes des simplexes definis par les symboles 


(1,2, has... hy), (2, 1, Res... h,) 


oU h,, hz,... A, presentent une permutation arbitraire des indices 0,3,4,...n. 
Les deux simplexes correspondants sont caracterises par les fonctions 


(1.) u, tu, + U + W,,...UtU tr + U | 


et 


(2.) [Us, Us + U, ut + Wu,,..-.UtU tr +%,]. 
En posant 
ut ta) + tat, )t +9, lu tut ++ U) 
ou 89 =1, on obtient 


(3.) Y=—l, 9,=1; I, =0,.. 90, 3,=1. 
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Comme parmi les nombres obtenus ne se trouve qu’un nombre 
negatif 9,, on en conclut que les deux simplexes (1.) et (2.) composent 
un polyedre K correspondant au regulateur independant o. 

Designons par (L’) l’ensemble des simplexes qui caracterisent le 
domaine de formes quadratiques 9”. En vertu de ce qui a 6te dit au 
n° 91, le polyedre K sera compose dans l’ensemble (Z’) de simplexes qu’on 
obtient en remplagant les sommets du simplexe (1.) qui correspondent aux 
valeurs positives des nombres (3.) par le sommet caracterise par la 
fonction u. Comme dans la serie (3.) il ne se trouve que deux nombres 
positifs 9, et 9,, on obtient deux simplexes caracterises par les fonctions 


(4.) [U1, U, U FU + U,,..-.UtUt + u, 


et 


(5.) [%,, %ı + Us, Uı tut +++ Un.’ u;]. 


1 

Ces deux simplexes composent le polyedre K et remplacent dans 
’ensemble (L’) les deux simplexes (1.) et (2.). 

En effectuant toutes les permutations des indices h,,...h,, on obtient 
(n—1)! polyedres convexes Incongruents qui correspondent au regulateur 
independant o@. | 

En remplagant dans l’ensemble (L) les simplexes congruents aux 
simplexes (1.) et (2.) par les simplexes qui sont congruents aux simplexes 
(4.) et (5.), on reconstruira l’ensemble (Z) de simplexes en un ensemble 
(L’) qui caracterise le domaine 4”. 

Observons que le nombre des simplexes incongruents de l’ensemble 
(L’) est egal ä& n! aussi. Il s’ensuit que le nombre des faces ä v dimen- 
sions des paralleloedres primitifs appartenant au type caracterise par le 
domaine de formes 4’ s’exprime par la formule 


S,=(n +1—rv) I" (m’)a-ı- (v=0,1,2,...n) 
106. Cherchons les regulateurs et les caracteristiques des faces 


a n—1 dimensions des simplexes appartenant ä l’ensemble (Z/). 
20* 
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Examinons, en premier lieu, les simplexes contigus ä& une face ä 
n—1 dimensions qui appartiennent ä& l’ensemble (Z) et ä l’ensemble (Z/). 

La condition necessaire et suffisante pour que les deux simplexes 
caracterises par les symboles 


(6.) (ho; hı, ha,...h,) et (hı, ho, h2,...A,); 


qui sont contigus par une face ä n—1 dimensions, appartiennent ä 
ensemble (Z’) aussi, consiste en ce que dans les deux series 


A a iR A 
les indices 1 et 2 ne soient pas adjacents. En posant 
vu=t et h,= 1, 


on obtient (n—1)!-2(n—2)! paires de symboles (6.) qui satisfont ä la 
condition posee. 

En designant par o,, le regulateur et par + (%,—x,) la caracteristique 
de la face commune aux simplexes (6.) determines dans l’ensemble (Z), 
on aura pour l’ensemble (ZL’) le m&me regulateur 


' 
ud = 122 er == 2 ... 
0;; rn — O;; > (i=0,1,2,...n; 6 <_ 5; j=1,2, n) 


et la m&@me caract£eristigque + (2,—%;,), le regulateur o,, &tant exclu. Le 
regulateur obtenu o;,; et la caracteristique + (%,—x,) appartiennent ä 
(n—1)!—2 (n—2)! faces incongruentes & n—1 dimensions de l’ensemble 
(L’) de simplexes. 

10%. Cela pose, examinons les regulateurs et les caracteristiques 
des faces des simplexes (4.) et (5.) qui composent le polyedre K dans 
l’ensemble (2/). 

Le premier groupe des faces du simplexe (4.) est compose de deux 
faces qui sont opposees aux sommets u, et %. La premiere face est 
caracterisee par les fonctions 


(7.) U, U HU 4 Un, tut HU: 





RT ET REFERAT DEI 





ESTER INES DEREN 


RETTET 
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Cette face appartenait dans l’ensemble (Z) aux simplexes caract£ris6s 
par les symboles 


BE AR 1 Rs 


Le second simplexe appartient ä l’ensemble (Z’) aussi. Il s’ensuit 
que le simplexe (4.) est contigu au simplexe (2, h,,1,h,,...h,) par la 
face (7.). 

Posons h,=t ou i=0,3,...n et designons par o;, le regulateur 
et par + (2, —z,) la caracteristique de la face (7.) dans l’ensemble (L/). 
En appliquant la formule (8.) du n® 93, on obtient 


(8.) 6, =0ıu+0. (i=0,3,...n) 


De la meme maniere, on examinera le regulateur de la face du 
simplexe (4.) qui est opposee au sommet w,. En posant h,=i, on aura 


(9.) On =ltat eo. (i=0,3,...n) 


Examinons le premier groupe de faces du simplexe (5.) Ce groupe 
est compose de deux faces qui sont opposees aux sommets u, et u,. 
La premiere face est caracterisee par les fonctions 


U, + U, uU, +Uus + Unser. Ur + Us + + Un, Ur» 


Cette face appartenait dans l’ensemble (Z) au simplexe (2,1, h,,...h,) 
et au simplexe congruent au simplexe (h,,1,h,,...A,_1,2) et qui est 
caracterise par les fonctions 


U, UF Uz Ust U Ft Unger UtU tt U U — Ur. 


n—1’ 


Ce simplexe appartient ä l’ensemble (L’) aussi. En posant h,=i 
et en appliquant la formule (8.) du n® 93, on trouve 


' 
(ale tP. 


La caracteristique de cette face sera + (—z,), (% 
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De la möme maniere on examinera la face du simplexe (5.) qui 
est Oopposee au sommet %,. 
On obtiendra en posant h,=i 


u =0ute 


et la caracteristique sera + (u, —2,), (?=0,3,...n). 
Observons que le nombre des faces incongruentes, appartenant au 
premier groupe des simplexes de l’ensemble (Z’), qui possedent le regulateur 


determine par la formule (8.) ou par la formule (9.), est egal ä 2(n—2)! 


108. Le second groupe de faces ä n—1 dimensions du simplexe 
(4.) est compose de n—2 faces qui sont opposees aux sommets 


U tut Uns U tut Un, t Uns... Ur ur tu, 


Examinons une face qui est opposee au sommet u +4, ++ %,, 
(k=2,3,...n—1l). 
Une transposition des indices h, et h,,, dans le symbole (4.) 


conduit au symbole 


[%,, Us, ... U, + U, Ten FM Utrutr tu, TU» 
...U, tU, + + %] 


qui definit un simplexe appartenant ä l’ensemble (L’) et qui est contigu 
au simplexe (4.) par la face ä n—1 dimensions examinee. 

Posons h,=t, h,,ı = et designons par o;, le regulateur correspondant. 
La caracteristigue correspondante sera determinee par les &quations 


0 0 0 0 I — 
W=0,W=0,..W+W+-.- ra), utWw+t' +W,,=0; 
0 0 Bi in 
utrwatr tw 0. 


On obtient 


w = —u; et u =0. (=0,1,2,...nnr4i;r$)) 
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Il s’ensuit que la caracteristigque sera representee par la fonction 


En posant 
(10.) wtw+t:.-- tr. te,“ Fu +9 u +F,(U + U + U,,) 
++ m tat, +) tr +9 lu tut 4%) 


ot 2 9,=1, on obtient 


%=0,9=0,..93.=0, {3 =-1,,=—1,94u.=1, 


ä& condition que k>2. 


Le regulateur o;, sera determine par la formule 


20, = (m tWw+t-+ Un, +.# —(u+W4+++%, ‚)? 
+ +% +++” -(utrwt +). 


Apres les reductions, on trouve 


' 
0, =—u 


17 hr Unrı 


ou autrement 


U: 


3 
0, = —UuUu,, 


donc, en vertu de la formule (23.) du n® 104, on aura 
(11.) 0,=0;,. (i=0,8,...n; j=0,3,...n; k=3, 4,...n—1) 
Examinons le cas k=2,. L’egalite (10.) donne dans ce cas 


9=1,9,=1,9,=—l, 9, el, e0;. art, 7=—l, 


et par suite 
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2 0, = (u + + + (U + +)? + +, + u,)® 
+W+%+..+Ww,). 





Comme ut, WI et UtUu+-+u,=0, on obtient 
4 


i®#j> 


done on aura dans le cas examine 
1} 
(12.) 0, = 0,720. (i=0,3,...n; j=0,3,...n) 


De la m&me maniere, on examinera les faces du simplexe (5.) 
appartenant au second groupe et on obtiendra les m&mes formules (11.) et(12.). 

Observons que le nombre des faces incongruentes des simplexes 
de l’ensemble (Z’) qui appartiennent au second groupe et dont le r&egulateur 
est determine par la formule (11.) est egal & (n—3)! 2(n—3). Le nombre- 
des regulateurs qui sont determines par la formule (12.) est egal ä 2 (n—3)! 

109. Le troisieme groupe de faces des simplexes (4.) et (5.) est 
compose d’une seule face 


[%ı, Us, U tu tung... U rtrUtt u 


qui est commune ä ces deux simplexes. 
La caracteristique de cette face est determinee par les &quations 


W=0, Ww=L, tat, =d,..uwtwte tu, ,—d. 
Il en resulte que 

w_w.-0, u,=—l, w,=0,...u, =(, ud. 
On en conclut que d= +1. En posant 


,=i et h=j, 


on obtient la caracteristique +{%, + —% —z;). 
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Designons le regulateur correspondant par o;,. A l’aide des £galites 


u+u=9,U, +9 U; +9. (u + +W,)t +4, (utWt'++W,) 
ou an 
k=0 


, 


on obtient 


5,=1, 3-1, ,=0,...9,,=0, 9, =-—1. 


n 


Le regulateur o;, sera determine par la formule 


Nu 


20, (ut tut +), 


et ıl vient 


done 


Le nombre de faces incongruentes appartenant au troisieme groupe 
ayant la caracteristique +2, +0, — 0%, —z,) est egal ä 2 (n—3)! 

110. A l’aide des formules deduites, on peut determiner tous les 
regulateurs independants. Posons 


—. BE Br ie Pay ı 3 "m Be 4 
(13.) 08=—-0, 91 =01 +0, 08 = 08 40,0, >09, GW. mi<iii=s..m) 


n(n+]1) 
2 


On obtient de cette maniere regulateurs ind&pendants o; 


; 
=0,1,2,...n; i<j; j=1,2,...n). 

Les resultats de nos recherches peuvent &tre r&unis dans la table 
suivante: 


je 


. Regulateur o,,, caracteristique + (2, + 2,—2,—,), leur nombre 2(n—3)! 
2. Regulateur o;,, caracteristique + (z,—x,), leur nombre 2(n—2)! 
3. Regulateur o;,, caracteristique + (2,—z,), leur nombre 2(n—2)! 
4. Regulateur o;, +0,,, caracteristique + (2, —z,), leurnombre(n—1)!—2(n —2)! 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 2. 2] 
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5. Regulateur g,,+ 0/,, caracteristique + (2,— ,), leurnombre (r—1)!—2(n—2)! 
6. Regulateur o;,, caracteristique + (%,—x,), leur nombre (n—1)!—2(n—3)! 
7. Regulateur g,;+ 07, , caracteristique + (2,—,), leur nombre 2(n—3)! 


Les ındices « et 7 ont les valeurs 0, 3,...n et on a pose u =0. 
Le domaine 4’ de formes quadratiques correspondant ä l’ensemble 


n(n+1) 


5 inegalites independantes 


I’) de sımplexes est determine par 
p 
0, >d. " di=0,1,2,...n; j=0,1,2,...n;i+j) 


Il en resulte que le domaine 4’ est simple. 
En appliquant la formule (I.) du n’ 84, on determinera, ä cause 
de (13.), chaque forme quadratique IFa,r,r, par la formule suivante 


(14.) 224,%,%; = ZIo, (—2,)’+ 0195@, (=0,1,2....n; j=1,2,...n) 


ol on a pose u, —=0 et 


w=(n—2)i+(n 2) +24: +27 +2. m — 2% —+— 227, 
— 210,13 — ''—- 27,70, 


En attribuant aux parametres independants 0, (?=0,1,...n; 
j=0,1,...n) toutes les valeurs positives ou nulles, on determinera par la 
formule (14.) toutes les formes quadratiques appartenant au domaine 4’. 

Une coincidence est & signaler: le domaine 4’ presente une partie 
du domaine R, correspondant ä& la forme parfaite p, qui a ete determinee 
dans mon memoire cite. L’ensemble compos& de formes lineaires 


+ (%; —%,) (=0,1,2,...n; j=0,1,2,...n) 


(la forme +(2,—%,) etant exclue) et de formes 


+1 +9 —-% —7,) (=0,3,...n; j=0,3,...n) 
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ou on a pose &,=0, coincide avec les formes lineaires qui definissent toutes 


les representations du minimum de la forme parlaite 9,. 


Paralleloedres a deux dimensions. 

111. L’ensemble (4) des domaines de formes quadratiques binaires 
est compose d’une seule classe de domaines qui sont &quivalents au domaine 
principal 4 determine par les inegalites 

a+b>0, —b>0, c+b>0, 

Ce sont les conditions de reduction des formes quadratiques positives 
binaires ax? +2bxy-+cy? dues ä Selling*). Chaque forme quadratique 
appartenant au domaine principal 4 peut etre determinee par les Egalites 


au? + 2bay ty’ = Art + uy+r(a—y)? ot A>0, u>0,v>0. 


Les parametres A, « et » presentent les regulateurs de l’'hexagone 


ET 7) a I A QET N © Wie 


de Lejeune Dirichlet*) defini par les inegalites 


3 A en 
SER TE 


Wr .. RR TER 
a4) <a<;(itn), 


— 


—. 


. - (u+r)<y<z(utr), 


2 


1 a; 
-5;5A+u)<erys „lAtu). 


En attribuant aux parametres arbitraires A, u, v les valeurs positives, 
on determinera par ces inegalites un paralleloedre primitif ä deux dimen- 
sions, c’est-ä-dire un hexagone de Lejeune Dirichlet. 

En annulant un des parametres A, u, v, par exemple v, on obtiendra 
quatre inegalites ind&pendantes 





*) Voyez l’Introduction. 
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qui definissent un paralleloedre imprimitif & deux dimensions, c’est un 


parallelogramme. 


Tl est aise de demontrer que d’autres paralleloedres imprimitifs de 
l’espace & deux dimensions n’existent pas. 


Chaque hexagone ‘de Lejeune Dirichlet peut 


Fig. 1. 


etre compose de trois parallelogrammes, comme il 





est indique sur la Fig. ll. 
Un des trois paralle&logrammes 





OADB, OBEC et OCFA 


qui forment l’hexagone ADBECF peut £tre choisi 








arbitrairement. En choisissant, par exemple, un 
parallelogramme arbitraire OADB, on determinera les deux parallelogrammes 
quı restent OBEC et OCFA en menant un vecteur arbitraire OC, ä con- 
dition qu’en prolongeant ce vecteur dans la direction inverse on passe par 
le parallelogramme choisi OADB. 


Observons qu’en general le point O ne presente pas le centre 
de ’hexagone ADBECF. 


On peut composer le m&me hexagone de trois parallelogrammes 
O’DBE, O’ECF et O’FAD. On en conclut que l’hexagone de Lejeune 
Dirichlet ne presente autre chose qu’une projection d’un parallelopipede 
sur le plan. 


Paralleloedres a trois dimensions. 


112. L’ensemble (.7) des domaines de formes quadratiques ternaires 


est compose d’une seule classe de domaines equivalents au domaine principal 





SEE RE EIER A 


FEDER 
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4 determine par les inegalites 
a+b’+b’>0, «a +b”’ +5>0, a” +b+b’>0, —b>0, —b’ >0, —b’>0. 


Ce sont les conditions de reduction des formes quadratiques positives 
ternaires az? +a’y? + az? -+2byz +2b’z2 +2b”xy dues ä Selling. 

Chaque forme quadratique ternaire appartenant au domaine principal 
4 peut &tre determinee par les £galıtes 


1.) ax? + a’ y? + az? + 2byz + 2b’20 + 2b’ cy = An? + Ay? +42? 
Y Y Ber Y 
+ u(y— 2)? + W (2a)? + (a y)®. 


Tous les paralleloedres primitifs & trois dimensions peuvent £tre 
transform6es ä& l’aide de substitutions lineaires en paralleloedres primitiis 
determines par 14 inegalites ind&pendantes 


1) -Za+W +) <a<y(tu tu”), (1) 

2) 5a + Hu <y<zl@ tu tu), (2) 
(3) a Hut )<2<y (a tut), (3) 

(2.) 3 (4) — 2(4 Hat tun)<ytz<sl@ Hr tn 4a), (4) 
(5) a Hat +n<eta<i@”tatn tu), (9) 

(8) Sat tut )<aty<gatrtutm), (6) 

1.47) = (+74) <a+y+2<; (42° +2”). (7) 





Les parametres A, 4’, 4”, u, w’, w” presentent les regulateurs in- 
dependants du paralleloedre primitif defini par ces inegalites et correspon- 
dant ä une forme quadratique positive ternaire (1.). 
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En vertu de la formule (14.) du n® 103, chaque paralleloedre 
primitif de l’espace & trois dimensions possede 24 sommets qui peuvent 
etre caracterıses par trois numeros correspondant aux differentes faces ä 
deux dimensions du paralleloedre defini par les inegalites (2.). 

On partagera ces (24.) sommets en trois groupes I, II et III: 

















TE STIER I TESTER 
Y(6eT7T|j1ı7ı269|437 

MEN sıvraslerely25 
rraslıesjarıel|sro 
NG se. I|7v 2 15. 7 IF Te 

Berm Anwen ae 





Chaque ligne de cette table est composee de quatre sommets con- 
gruents. Dans chaque groupe la seconde ligne est formee de sommets 
opposes ä ceux qui se trouvent dans la premiere ligne. 

Examinons les regulateurs et les caracteristigques des aretes du 
paralleloedre primitif & trois dimensions. Il suffit d’examiner les regulateurs 
et les caracteristigques des faces ä& deux dimensions appartenant ä trois 


simplexes 
(0, 1, 6, 7), (0, 1,7,5), (0, 1, 3’, 6). 


Les resultats de ces recherches peuvent etre reunis dans la table 





























suivante: 
-1ı0 0. {[ı-ı 0 Jo ı-ı) Je o ı, 
10167 4 u” u h 
21 1 jo 12 0 |1 o ı| [0 0-ı 
-10 0 ,|ı o-ı jo ı 0 ,-ı ı 
110175 4 u A u 
| ee ERTOER M  © 
| | 
| —-10 ı J1-1 0 jo 0-1 ,)0 1 0, 
II 0136 u u h | 
| 10-1 lo ı 0 Jı ı 1) Jo-1-ı 
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La premiere ligne contient les caracteristiques et les regulateurs des 
differentes faces du simplexe correspondant. La seconde ligne est compose&e 
de sommets qui definissent les simplexes contigus au simplexe correspondant 
par les faces dont les caracteristiques se trouvent au-dessus, dans la 
premiere ligne. 

Les faces du paralleloedre primitif R ä trois dimen- ie. 
sions (Fig. 2) se partagent en 8 hexagones de Lejeune 
Dirichlet et en 6 parallelogrammes. 

Les faces hexagonales du paralleloedre primitif R 
sont caracterisees par les numeros 


EEE T TB, T: 





Les faces parallelogrammatiques sont caracterisees par les numeros 


4,5, 6, 4, 5, 6. 


Les faces, les aretes et les sommets du paralleloedre primitif R sont 
caracterises schematiquement sur la Fig. 3. 


Fiıe 3 






































On a indique sur cette figure les numeros des faces qui sont contigus 
a une des 7 faces incongruentes. Chaque arete est caracterisee par deux 
numeros adjacents et chaque sommet par trois nume£ros. 
14 


113. En annulant un ou plusieurs parametres A, A, 2”, u, w, u 
dans les inegalites (2.), on determinera les paralleloedres imprimitifs ä trois 
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dimensions. Il est aise de voir que les paralleloedres imprimitifs obtenus 
se partagent en quatre especes differentes (Fig. 4—7). 


Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6. 
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Paralleloedres imprimitifs de la 1* espece. En faisant u=0, w’=0, 
u”=0 dans les inegalites (2.), on obtiendra 6 inegalites independantes 











1 1. 


1 I 1 [4 


1 [74 zu 1 „ 
5 4 < 2< 5 A 


qui definissent un parallelopipede (Fig. 4). 
Paralleloedres imprimitifs de la 2” espece. En faisant u’=0, u”=0, 
dans les inegalites (2.), on obtiendra 8 inegalites independantes 


ar 


-51<a<sh, 


ei Do 


5 +) <y<5(@ tu), 


D-m 


(+ )<2<,(W tu), 


(KH) <y+2<g(W +8) 


qui definissent un prisme ä base hexagonale (Fig. 5). 





“ 
RL; 
u 

2 x 5 
EN 
Se 

® 
F 

E 

An 
$ 

4 








Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 163 


Paralleloedres imprimitifs de la 3"* espece. En faisant A’=0, u”’=0 
dans les inegalıtes (2.), on obtiendra 12 inegalites ind&pendantes 


Er 1 
=; (Aru)se<Sz(itu), 


(KH U)<y<sla tu), 


; (u-+ u’)< 2< r (u+ u), 


(+ W)<ytz<gl@ tu), 


(At u)<z+2<5(it), 
1 r Bil, „ 
—5(A+4 )<tz+ty+2<z(k+#) 


qui definissent un dodecaedre parallelogrammatique (Fig. 6). 
Paralleloedres imprimitifs de la 2“ espece. En faisant «”’=0 dans 
les inegalites (2.), on obtient 12 inegalites independantes 


ie (A + )<a<z(h + u’), 


5 M+u)<y<s(l tu), 


1 „I ı 99 / al EA / 
50 +4 +W)<y+2<z(ä +4 +u), 


5 (2 + i+u)<z+2<; (Atktu), 
(HH +) <a+y+2<g(atR +4”) 
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qui definissent un dodecaedre ä 4 faces hexagonales et ä 8 faces paralle- 
logrammatiques (Fig. 7). M. Fedorow a demontre que d’autres paralleloedres 
ä trois dimensions n’existent pas*). 


Paralleloedres a quatre dimensions. 


114. Le premier type de paralleloedres primitifs & quatre dimen- 
sions est caracterise par le domaine principal 4 des formes quadratiques 
quaternaires qui est determine par les inegalites independantes 


Ay=Aıt4 2 +4; +44>0, ,=4, +42 +43 + 0,0, 


A, = Ag + dg2 + As5 +4,>0, = te tQa+ uu>0, 


4 =—4,>0, = —4;>0, UH=—Au>0, 


Wu=—4;>0, 1 =—au>0, K=—A,>0. 





Chaque forme quadratique quaternaire 
f (X, ’ Ly;, Ly;, z,) 
appartenant au domaine 7 peut etre determinee par les &galites 
(1.) (21,22,2, 4) eh th th + 


+14 ( —%)’ + u,(& — 23)” + u (2, —2,)” 


+ u(t,— 25)” +4; (%,—2,)” Fr U (3 —2,)”. 


Le paralleloedre correspondant est determine par 30 inegalites qu’on 


mettra sous la forme 





*) Voyez l’Introduction. 
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2) hat tım +lua)<zfl, 


Les systemes + (l,,2,,!,,2,) et les valeurs correspondantes 


fl, is; I;; l,) 


Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 


‚tb, l;; l.). 





de la forme quadratique (1.) sont donnees dans la table suivante: 


I? type de paralleloedres. 





| 

















NıLuL%L| TEEN u, -,—-,—1u| N 
1 1000 sy + +w+u; t Io eliod Fr 
210 10 0, + + tu; ve En na 
31001 0%, +, tu tu 00-1 0 
40090 lu, tmtu tl 
5/1110 Ok, +, + tw tw + —l1—-1 005 
6 101 Era, +4.|1—-1 0-1 0| 6 
7 1 00 lk,+utmtmtu tu —1 0 0-1 5 
8011 0,4, + Erst ta te! 0—1-—1l 0 F 
9010 1%+ tm t+mtmt+m| 0-1 0-1 9 
10/0011 %+ tm tt ts 0 0—1-1!10 
1/1110 4,+%+ tea + +u| —l1—-1—-1 0.17 
12'110 lktdhH+ tus tmtu —1—1 0 —1| 12 
13 101 lt, +utmtmautu —1 0—-1-1 1% 
14 |O 1111, +, +4, + +w+u,, 0—1-—1-—1 14 
Ei ri, ur he PR (TE TDRR: Gen ne: 


En attribuant aux parametres 


hi; A,, ... Ug 


les valeurs positives arbitraires,. on determinera ä& l’aide des inegalites (2.) 


tous les paralleloedres primitifs du premier type. 
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Les paralleloedres primitifs du premier type possedent 120 sommets 
qui peuvent &tre partages en 12 groupes composes des sommets congruents 
et des sommets opposes. | 





Tous ces sommets sont reunis dans la table suivante: 


Sommets du paralleloedre primitif de I” type. 
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5er irn 3 ll 20 i 
5301276132511, 6ır 3% a1 15 #10 i 
IT Il6 1 dd Y3 8 Ti’ 213 8 215 7 315 4 ; 
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Regulateurs et caracteristiques correspondant au I”.type de paralleloedres. 














1000 h-1ı00 ı-ı ob 
10151115 k 
21 1 1.2) m |) m | 


Ilo15 3710 U, ia 
10—1 0° ’)(2) m, (1a) a, |(4 


-10 0 4 11 0—1 00—1 1 00 


0 

) 

—10 1 0 11-1 0 00 1 0 00 0-1 10 001 

) 

1 

01611 4 us 
10 0-1 | (3) © |) 1 |(9) 


—10 0 0.1 0 0-10 0-1 10-1 1 00 100 
IV01713 15 h, 


21 ı 1 |() |) w a2) u |) a 


—10 0 0.11-1 0 00 1 0-10 0-1 10 010 
V01512 15 h, 


2ı 11 (2) m |(T) ww (1) we |(3) 4 


nf0 0 U 1-1 0 00 1 000 0 1-10 0-1 0 
vVIo1l5 410 Us ' 
10 0—1 |(2) », M14) 2%, |(3) w 11) 2, 





VII0o1712 3 u: 
| 10—1 0 (4) Us (5) It; 





—10 1 0 11 0 0-10-1 0 10 1 0 00 0-1 0 
| 


—10 0 0, 1, 0-1 00 0 1-10-1 0 10 100 


VIIo1613 15 h, i 
21 1 1 (3) 4 ı(D) ws (11) m; |(2) A, 
‚10 0 ı 11-1 0 00 1-1 00 0 1ı co 0 0-1 
IXo1511 4 u; ‚ 
10 0—1 (2) #ı |(6) u, 10) A, M15) 4, 
„10 1 09 1-1 0 00 1 0-10 0 0 10 0-1 0 
X01512 3 u, ’ 
10-1 0 (2) m |(T) 1 (10) u N15) 2 
—10 0 9, 1 0—1 00-1 1 00 1 0-10 0 01 
XI0 1611 15 h, 
217.1: 1 (3) 2. |\(5) ww (13) uw, |I(4) 4 








—10 0 0,11 0 0-10—1 0 10 1-1 00 0 10 
A110 1712 15 hı ( 

















Dans cette table, la premiere ligne de chaque groupe contient les 
caracteristiques des faces ä trois dimensions correspondant aux simplexes 


I, II,... XI. 
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La seconde ligne renferme les sommets des simplexes qui sont 
contigus aux simplexes I, II,... XII par les faces dont les caracteristiques 
sont indiquees au-dessus, dans la premiere ligne, et les regulateurs sont 
indiques ä& cöte, dans la seconde ligne. 

115. Examinons les paralleloedres ä quatre dimensions qui appar- 
tiennent au deuxieme type des paralleloedres primitifs defini par le domaine 
A’ de formes quadratiques quaternaires. Le domaine 4’ est contigu au 
domaine principal / par la face & 9 dimensions definie par l’equation 


u,—0. 
Le regulateur independant u, correspond aux faces des simplexes 
I, I, V,VI,IX,X. 


Tous ces simplexes doivent etre reconstruits ä l’aide de l’algorithme 


expose au n® 91. 
On determinera les nombres 9,,9,,9,,9,,9, d’apres les conditions 


(2) =9,(1)+9,(5)+9,(11)+9,(5) et + +++ =]; 
il vient 
9=1,9,=—-1,9,=1,9,=0,9,=0. 
Il s’ensuit qu’on remplacera les trois paires de simplexes 


(0,1,5,11,15) et (0,2,5,11,15), (0,1,5,12,15) et (0,2,5,12,15), 
(0,1,5,11,4’) et (0,2,5,11,4°) 
par les simplexes 
(3.) (2,1,5,11,15) et (0,1,2,11,15), (2,1,5,12,15) et (0, 1, 2,12,15), 
(2,1,5,11,4’) et (0,1,2,11,4°). 


En designant le systeme (1,—1,0,0) par le symbole (5.) et le 
systeme (—1,1,0,0) par le symbole (5’), on designera 


I—(0,5,1,6,13), II—(0,1,2,11,15), V—(0,5,1,7,13), 
VI-(0,1,2,12,15), IX—(0,5,1,6,9), X—(0,1,2,11,4°). 
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Ces simplexes sont congruents aux simplexes nouveaux (3.). 
Les paralleloedres primitifs du II® type possedent 120 sommets 
sont reunis dans la table suivante: 


Sommets du paralleloedre primitif de II“. type. 














5613 10/2 58 14, 

| | 

6 13° 10 275 8714 

145 2’6 | 
14 5°2 6 
73602 
71362 





14 4773 
14/4 7 3 





101259 
10,275 9 
14 5 27 
14% 52 7’ 


61472 


14 137674 
1436 4 
12,258 
1225 8 


a 


a 


75 2/6 
71526 


“ 


14362 
14136 2° 


n 


. 


14 472 
14/1472 


- 


5’ 
2 
9’ 
6 
6’ 
7 
ur 
5 
5’ 
2 
9’ 
7 0472 
% 
6 
6 
5 
5’ 
2 
9 
6 
6’ 
7 
ra 





= DD 8 RD Rn 
so mm nn m Rn ww 
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Regulateurs et caracterıstiques correspondant au II“ type de paralleloedres. 





II 


III 


IV 


V 


VI 


Vu 


VI 


XIl 











1015 613 
0121115 
01611 4 
0171315 
015 713 
0121215 
—| 
01712 3’ 
I 0 


0161315 


015 


0161115 


01712 





—1—1 





1 


1100 


1001 
10 0-1 


71000 
201 


000 


3073 


| 
Br DE 


| 
| 


0 


1000 
01 


6 9 


1-1 


o1211 4 
ı 1100 


2 1 


BE 


15 
me 


0 


aM D 


1 
1 


1001 
1-1 0-41 


l 


000 


1 


1 


AM 
201 


h 
1 1 


0) 


u, 


u;+u, 


1 


1 


l 
u, 


0 


garaı 


1 hi 


U; 


1 


U, 


A, tu 
Male 


h, +u 





1 








,=4ı +3 +4, Armlz + Ay + A; 


Az =Gzı + Aga + Az + Ay, ,=4, +9: +4 +4, 








Les regulateurs independants s’expriment par les formules 





11-1 00-1 0 00 0 1-100 0 ı 
(2) u |(15) 2%,|(7) ww (N)a,tu, 
10-1 00 1-1 00 0 1-100 0 ı 
(8) 1|(6) w, (12) wtu/(4) 4, 
10-1 00-1 1.00 1.0 000 0-1 
(8) 121 (2) uw, (9) A,+u(15) 4, 
10 0-10 0-1 10-1 1 001 0 0 
(4) u; + u, (6) u, (12) mu +u (5) 4 
11 0-10-1 0 00 0-1 100 1 0 
(2) u, (15) k, | (6) us (S)A;+ u 
10 0-10 1 0-10 0-1 100 1 0 
(9) ml) Ms (1) mtl) A 
10 0-10-1 0 10 1 0000-1 0 
(9) Mn 1(2) Ms (8°) A+ul15) A 
10-1 00 0 1-10 —1 0 101 00 
(3) tal (7) me (1) ustul5) A 
I11—-1-10-1 0 10 0 1 000 0-1 
(2) u, |(4) u, (14) h; (13)A,+ u, 
10-1 00 1-1 00 0 1 000 0-1 
(8) u |(6) m (1O)A;+ml15) 2, 
10-1 00-1 1 00 1 0-100 0 1 
(8) u; (2) u, (13) wstu(4) A, 
10 0-10-1 0 10 1-1 000 1 0 
(9) us | (2) u; (13) wu +3) As 


FREE EEE EEE © 


RER 053 a Fl U an a ee 
ER A EN Te a a 
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HZ ln, amt, U—m—du—in, Hm=—Ag Gr, 
uU, = — Ay (Ar; Me = —(Azı» 
Le domaine 4’ des formes quadratiques quaternaires qui definit le 


deuxieme type de paralleloedres primitifs ä quatre dimensions est deter- 
mine par 10 inegalites independantes 


1,>0,%,>0,%3>0,4>0, u, >0, 1>0, u3>0, u, >0, u >0, w>0. 


Chaaue forme qauadratique qauaternaire appartenant au domaine JS’ 
] ] 
„s ® 
peut s ecrlre 


2 
- 


7 2 2 ı3 2 or | 
(21,22,2,3,)h than +, + u tu @+ u, (2ı—%;) 


TU (2, —%,)? +u, (2,—2,)? + u; (2,— %,)’ + Us (X, - -%4)° 


(4) w=2r7 +22 +225 +20 +227,2,— 20,03 — 20,0, — 22,05 —20,7,. 


Les paralleloedres appartenant au II*type sont determines par 30 in- 
egalıtes de forme(2.) qui sont presentees symboliquement dansla table suivante: 


II‘ type de paralleloedres. 














NuLLL ll, 1) ee GET 
11 000 ++. tm ee 0 E 
2 10 100 %,+2u, +u, +u; | 0—1 0 0 2 
3/0 010) ,»+2u tw tu, + | 0 0-1 0| % 
4|0 001) K+2m+mtus tus We RN, 
51-100) Krk +2u tm tm tt er 100) 5 
61 010! 4, +4%,+2u, +u +1, + Us i—1l1 0-1 0| 6 
7|ı 001 ,+4u,+2u + tu, + —-—1 0 o—1| = 
s|o 110| + +20, +M tus tie ya WER U SO. 
9/0 101| AtM+2U + Mt te ei 06-1) # 
10/0 o11| +, +4 +. tu, + tu, 0 0-1-1| 10 
Bir aa Attentat rt | 
el Ieertir tr er-ı 0—1| 17 
wii or ri titsn tn tm re 
14 |0O 111) +, +, +2. + +u, | 2 
Ela. 1212| 2 Ace PETER, WERT? 
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116. Cherchons le domaine 4” de formes quadratiques quaternaires 
qui est contigu au domaine 49’ par la face ä 9 dimensions definie par 
l’equation 


Ww=0, 
Le regulateur independant u, correspond aux faces des simplexes 
I, IV, V, VII. 


Tous ces simplexes doivent &@tre reconstruits d’apres l’algorithme 
expose au n’ 91. On determinera, ä cet effet, les nombres 


I, 4, 02,0, 9 
d’apres les conditions 
(5) =9,(1)+9;(5) +9,(6)+9,(13) t +9, +9, +9, +9, =]; 
il vıent 
I=0, 9,1, 0; den he, 
On en conclut que les deux paires de simplexes 
(0,1,5,6,13) et (0,1,5,7,13), (0,1,7,13,15) et (0,1,6,13, 15) 

doivent etre remplacees par les simplexes nouveaux 


I—(0,7,5,6,13) et V—(0,1,5, 6,7), 
IV—(0,6,7,13,15) et VIII—(0,1,7,6,15). 


En designant le systeme (0,0,1,—1) par le symbole (10) et le 
systeme (0,0,—1, 1) par le symbole‘ (10°) on determinera tous les 
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sommets des paralleloedres primitifs appartenant au nouveau type comme 
il suit. 


Sommets du paralleloedre primitif de IIIZ type. 

















75 (u E Bu ar a TE Su 2 5 Can ae u Gr ur rer erı 

| 
756137 910 3 95 Jul 86 a 314 413 
iz vY5ssu sc set ale 215 
v2 ı5 su 52 Hari a3 a4 
lien Kirsa Ti ae | 8 Pr TB 15 4 
1767117 4:1 BKuB 7. 2. 8 N BE I5718 15 

| ) 
ıv 67315 161 a 9 7a ya 215 
erwies 25 
En Irre rei eye 7 
Ye Tı2 Al 2573 8 610 AI W 7 

| 

yI 12215 75791) 52 71319 712 3.1413 3°15 
r2eı25|115 vu) 52 713|90 72 ’7113 315 
een iv’ 49 obere wıy Pr 
Ir’ slı 9.6 a7 2Bj|9 2215| Fıyıh 3 
De un > 7 7) Ze SE 14 710 8! yı0 6 910° 8 915 
Tr’ eislı a dual a7rıd 3106 Yl4 8 915 
xylseerrsmiessertryssiewe 71509 
ts 2 end i7r 3 riet 7a gy 

| | | 
Fi 121 2 vs si fr 7 915 A 
rn aıs selon u Ti A 
ylensrssu de 29 fs fıralg 
'reııslı #7 81a) 36 9 8 21 #4 9 415 

| | | 
xt es rYa9ou aTv2as vYrwWa3Wd 
17T ı !Yyualaırı 91 22 #4 8 315 
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. Requlateurs et caracteristiques correspondant au IIIZ type de paralleloedres. 








1075 613 


IIo121115 


IIlo1611 4 


IV0671315 


V015 67 


vI10121215 


vIIo1712 3 


VIl0o17 615 


IX015 69 


X01211 4 


X10161115 


X110171215 








-10 000 








sen ee 
(2’) Hı 


10-1 0 
(8) us 
10-1 0 
(8) 1 
10 0-1 
(4) u, + u, 
Einlal 


(13) us 
10 0-1 


(9) Us 


0 1-1 





( 12) Ua +4, 


(14) 4 


(7 ) wtuı 








110-1 
(2) uı 


00-1 1 
(Al) m 
0100 
(8°) ht, 
0-1 10 


0010 
0010 
(3°) h; +4 


010-1 


0 1-1 0 
(6) u, tu 





1-1 11ı 


1) 
0001 
(4) 4 
000-1 
(15) 4 


0100 
5) 


000-1 


(7) Jutun 


000-1 


Ba): ı, 


0001 
(4) 4 


0010 
(3) Ms 


Les regulateurs independants s’expriment par les formules 


Aı=4ı +43 +Aıs + As, Ag As + Ag + a + Az; 


A; = Az + Az2 + lg3 + a4, AA + +9 + Qu; 
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Le domaine 4” de formes quadratiques quaternaires qui definit le 
troisieme type de paralleloedres primitifs ä quatre dimensions est determine 
par 10 inegalites independantes 


h,>0, >0, 1, >0,4,>0, m1>0, 1, >0, u>0, u>0, 1, >0, w>0, 


Chaque forme quadratique quaternaire appartenant au domaine 4” 
peut s’ecrire 
1,2, 2, %) sh U +, +, +, +0, w+ u, (&ı— 25)? 
+ (u + (9-5) +; (2, + (+. —m— 2), 
la forme w &tant definie par l’egalite (4.). Les paralleloedres appartenant 


au III® type sont determines par 30 inegalites de forme (2.) qui sont 
presentees symboliquement dans la table suivante: 


IIIE type de paralleloedres. 




















BALL Hi: E...0 RESET N 
ıl1ı 00 0l,. +2. +, ++ a ee 
210 10 O0). +3. +. tu + er Fr 
3/0 01 0/%,+2u, +w ++ 00-1 0| $ 
4000 1 ,,+2u, +, +u, + 00 0-1 4’ 
5/1-10 0/4, +, +t2u. + tus tu tu —l 100 5 
61 01 OH + +2. + tu 1 0-— 0) 6 
711 00 1/4, +4,+2u, tu +tu; '—1 0 09-1 | % 
190... u + Ha a +,  9-1- 0| # 
910 10 1/%,+4%,+2u, tu tu 0-1 09-1 j 
10/0 01-1 | st, +4. tw tu; tu + us 00-1 1,10 
1/1 11 On +. +, +4 tw tw; + ——1—1 0,11 
2|1 10 1, +, +. +4 tm tm tm | I 0-1 | 12’ 
1311 01 1, +, +1, +2. u + + —l 0-—1-—1|13 
14/0 11 PR ee 0—1—1 —l | 14’ 
5 /ı ı1ı 1 LA H HH Pag wu Fis 
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11%. Nous avons determine trois domaines 4,4’, 4” qui carac- 
terisent :trois types de paralleloedres primitifs ä quatre dimensions, 

Theoreme. L’ensemble (4) des domaines de formes quadratiques qua- 
ternaires est compose de trois classes differentes qui peuvent etre representees 
par les domaines 4,4’ et 1”. 

Dans mon premier memoire cite, il a ete demontre que l’en- 
semble (R) des domaines de formes quadratiques quaternaires correspon- 
dant aux formes quadratiques quaternaires parfaites est compose de deux 
classes representees par le domaine principal R et par un domaine AR, 
determine par les £galıtes 


(21, %2, 25,2%) =0ı x +0 23 +0,03 + 0, 2; +05 (%ı —23)? +08 (%ı — 2)? 
+ 9 (2: — 23)? + 08(%: — 2)? + 09 (2: — 2, )? 


+ 010(%ı +%— 33)’ + 0ı1(Cı + %—2,)? +01:(%ı + %—Lz;— 14)" 


oü 0,.0,,...0ı2 Sont des parametres arbitraires positifs ou nuls. 
Le domaine R, correspond ä& une forme parfaite 


(5.) GH RtS tuts +2 Lt %2l; + %2%ı + 73%. 


Dans le memoire cite, il a ete demontre que toutes les faces 
ä 9 dimensions du domaine R, sont equivalentes ä deux faces caracterisees: 
une, par les formes quadratiques 


Bi, + a, 2%, (& —%s)”, (2, —2,)°, (2,—73)*, (2.—27,)?; (%3;— 24)? 


et l’autre, par les formes quadratiques 


= a, =, 7$ (2, —23)°, (%,; —2,)?, (%,—27;)®, (%,—27,)?, (a +. —-%—2,)®. 


La premiere face verifie l’&quation 


4,=0 


et la seconde face verifie l’equation 
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Ag —Ay=V. 


La forme w determinee par la formule (4.) caracterise l’axe du 
domaine R, qui ne change pas quand on transforme le domaine R, en 
sol-meme. 

On en conclut que le domaine R, peut @tre partage en parties qui 
toutes sont @quivalentes aux deux domaines obtenus 9’ et 4”. Il en 
resulte que le domaine principal 4 et les deux domaines 4’ et 4” ne 
peuvent etre equivalents. 

Le theoreme enonce est donc demontre. 

En ne considerant pas comme differents les types @quivalents de 
paralleloedres on peut dire qu’il n’existe que trois types differents de 
paralleloedres primitifs dans l’espace ä& quatre dimensions, 

En appelant reduites les formes quadratiques positives qui appar- 
tiennent aux domaines 4, 4’ et 2”, on. obtient une nouvelle methode de 
reduction des formes quadratiques positives quaternaires qui presente une 
modification de la methode due ä M. Charve*). 

En effet, d’apres la methode de M. Charve, on appelle reduites 
les formes quadratiques positives quaternaires appartenant ä un des trois 
domaines simples R, R’ et Ri. Les deux premiers domaines R et R 
coincident avec les domaines 4 et I’ et ce n’est que le troisieme domaine 
R’ de M. Charve qui differe du domaine 4”, Chaque forme appartenant 
au domaine 4” est &quivalente ä une forme appartenant au domaine R’” 
et vice-versa. 

118. En examinant les deux tables qui renferment les caract£risti- 
ques des faces des simplexes qui definissent le II® et le III type de 
paralleloedres primitifs, on observera que ces caracteristiques coincident 
pour les deux types et sont representees par les formes lineaires 


+2, 4%, 4%, +%, 3 (9 —7;); +(%—%,); +{%—2;), +(%—2,), 


+(2—2,), +2, +9 —2;), +(2ı +2%,—17,), +(% +%—23—27,). 





*) Voyez l’Introduction. 
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Il est remarquable que ces formes lineaires definissent l’ensemble 
_ des representations du minimum de la forme parfaite %, determinee par 
l’egalıte (5.). 

En vertu de ce qui a ete dit precedemment, on peut affirmer que 
la coincidence signalee se manifeste pour les caracteristiques des faces de 
tous les paralleloedres primitifs ä& 2, 3 et 4 dimensions. 

Il serait interessant de reconnaitre, si cette coincidence n’est qu’un 
faıt du hasard ou s’il existe r&ellement une relation entre les deux pro- 
blemes qui semblent &tre si differents: entre le probleme de la partition uni- 
forme de l’espace ä& l’aide des polyedres convexes congruents et la recherche 
_ des formes quadratiques positives parfaites, 


Fin du deuxieme memoire. 


Unmittelbar nachdem der erste Bogen dieser bedeutenden Arbeit gesetzt war, 
erhielten wir die Trauerkunde, daß ihr Verfasser der Wissenschaft durch den Tod 
entrissen ist. Die Redaktion hat nach besten Kräften dafür gesorgt, daß dieses letzte 
Werk des zu früh Dahingeschiedenen auf das Sorgfältigste durchgesehen wurde. 


Marburg, den 19. Juni 1909. 


K. Hensel. 
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Über die zu einer algebraischen Gleichung 


gehörigen Auflösungskörper. 


Von Herrn K. Hensel in Marburg a. d. L. 


$ 1. 


Die p-adischen rationalen und algebrarschen Zahlen. 


In dem von mir kürzlich veröffentlichten Werke .‚Theorie der 
algebraischen Zahlen‘‘ Leipzig 1908*) habe ich die rationalen und die al- 
gebraischen p-adischen Zahlen in die Arıthmetik eingeführt, um alle 
Fragen der Teilbarkeit in der niederen und höheren Zahlentheorie 
ebenso einfach behandeln zu können, wie dies in der Funktionentheorie 
schon seit langer Zeit geschieht. 

Ist p irgend eine rationale Primzahl, so verstehe ich unter einer 
rationalen p-adıschen Zahl eine unendliche Reihe 





deren Koeffizienten e, gewöhnliche rationale modulo p ganze Zahlen sind, 
welche für jeden noch so großen Index » berechnet werden können (Alg. 
2.8.16). Als die Näherungswerte dieser Zahl für den Bereich von p be- 
zeichne ich die Reihe der gewöhnlichen rationalen Zahlen: 





*) Im folgenden werde ich dieses Werk mit ..Alg. Z.“ zitieren. 
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u (k=o,0+1,.-.) 


Get Pr teten 
(Alg. Z. S. 19, 20). Zwei p-adische Zahlen C und C” heißen gleich für 
den Bereich von p, wenn ihre Näherungswerte C, und C, von genügend 
hoher Ordnung k für jede noch so hohe Potenz von p als Modul kon- 
gruent sind (Alg. Z. S. 20). 
Auf dieser Grundlage werden nun die elementaren Rechenoperationen 
für die rationalen p-adischen Zahlen definiert: 
Sind nämlich A und B zwei beliebige p-adische Zahlen, so gibt 
es stets je eine und nur eine rationale p-adische Zahl, welche bzw. gleich 


(L.) A+B,A—B, AB, % 


ist; nur muß bei der Division der Fall B=0 ausgeschlossen werden 
(Ale. Z. 8. 24 flgd.). 

Man findet diese vier neuen p-adischen Zahlen, indem man die 
Reihen: 


A=Zap, B=Zb,p 


genau so, wie gewöhnliche Potenzreihen addiert, subtrahiert, multipliziert 
oder dividiert und die Resultate wieder nach Potenzen von p ordnet. 

Für die so vollständig und eindeutig definierten elementaren Rechen- 
operationen sind dann die fünf Gleichungen: 


A+B=B+A 
AB= BA 
(Ia.) (A+B)+0=4A+(B+O(C) 


(AB)C = A(BC) 
A(B+0)=AB+AC 


unbeschränkt gültig (Alg. Z. 8. 27). 
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Ich bringe dieses Resultat mit der folgenden ganz allgemeinen 


Definition in Verbindung: 


Es sei K ein Bereich von Elementen (4,B,C,...). Es 
seien zwei Operationen der Verknüpfung gegeben, welche Addition 
und Multiplikation genannt werden sollen, welche innerhalb X unbe- 
schränkt anwendbar sind und stets ein eindeutig bestimmtes Resul- 
tat ergeben. Für diese Operationen sollen die Grundgleichungen 
(Ia.) gelten. 

Endlich soll der Bereich K so in sich abgeschlossen sein, 
daß erstens für je zwei beliebige Elemente A und B die 


Gleichung: 


(Ib.) A+X=B 


eine einzige Lösung innerhalb K besitzt. Das so bestimmte Ele- 
ment X soll durch B—A bezeichnet werden. 


Aus den bisherigen Eigenschaften des Bereiches K folgt 
leicht, daß in ihm ein einziges Element X=0 existiert, welches 


für jedes beliebige A der Gleichung 


(Ic.) A+0=A4A 


genügt. 
Zweitens soll K noch in der Weise abgeschlossen sein, daß 
für jedes A>0 die Gleichung 


AX=B 


innerhalb Ä eine einzige Lösung besitzt. Wır bezeichnen das so 
eindeutig bestimmte Element X durch 7° 
Jeder Bereich K, welcher diesen sieben Bedingungen genügt, 


soll ein Körper genannt werden, gleichgültig, wie seine Elemente 
25” 
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und wie die Operationen der Addition und der Multiplikation sonst 

definiert sind *). 

Allein aus diesen sieben einen Körper charakterisierenden Eigenschaften 
kann man nun, wie Herr Weber a. a. O. gezeigt hat, die Gültigkeit aller 
Sätze der elementaren Algebra herleiten, soweit sie sich nur auf rationale 
Operationen und alleın auf Gleichungen, nicht auf Ungleichungen, beziehen. 
So gelten z. B. in jedem Körper die Sätze, daß ein Produkt nur dann 
Null sein kann, wenn wenigstens für einen seiner Faktoren das gleiche 
gilt, — daß sich jede ganze Funktion von einer Unbestimmter auf eine ein- 
zıge Weise in irreduktible Faktoren zerlegen läßt, — daß eine Gleichung nicht 
mehr Wurzeln haben kann, als ıhr Grad angibt, — daß eine Gleichung dann 
und nur dann innerhalb des Körpers eine Wurzel hat, wenn ihre linke 
Seite durch den zugehörigen Linearfaktor teilbar ist, — endlich auch die be- 
kannten Sätze über die Darstellung und die Eigenschaften der Resul- 
tanten, der Diskriminanten usw. 

Aus (I.) folgt nun unmittelbar, daß der Bereich aller rationalen 
p-adischen Zahlen einen Körper bildet; derselbe soll durch X (p) bezeich- 
net werden. Jede gewöhnliche rationale Zahl ist für den Bereich einer 
beliebig gegebenen Primzahl » einer einzigen Zahl des Körpers K (p) gleich 
(Ale. Z. S. 38) und jede zwischen beliebig vielen rationalen Zahlen be- 
stehende rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist für den 
Bereich einer beliebigen Primzahl p ebenfalls erfüllt (Alg. Z. S. 46). 

Für den Körper ÄX (p) sind jene Folgerungen aus den charakteri- 
stischen Eigenschaften des Körpers in meinem oben erwähnten Werke direkt 
hergeleitet und zugleich Methoden angegeben worden, um die Zerlegung einer 
Funktion f(x) in irreduktible Faktoren wirklich und auf die einfachste 
Weise durchzuführen, was in der Weberschen Abhandlung natürlich nicht 
allgemein gezeigt werden konnte. (Vgl. Alg. Z. S. 28, 63 ilgde., 52, 54 flgde.) 


*) Die hier gegebene abstrakte Definition der Körper ist wohl zuerst, wenn auch 
in etwas anderer Form, von Herrn H. Weber ‚Die allgemeinen Grundlagen der @alo:sschen 
Gleichungstheorie“ Math. Ann. Bd. 43, S. 521—549 aufgestellt worden. Ich habe hier die 
Definitionen benutzt, welche Herr E. Steinitz in einer demnächst in diesem Journale 
erscheinenden interessanten Abhandlung .‚Algebraische Theorie der Körper‘ aufgestellt 
hat. Ich möchte mit Dank hervorheben, daß mir diese Untersuchungen des Herrn 
Steinitz für die vorliegende Arbeit sehr wertvolle Anregungen gegeben haben. 
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Um nun alle Fragen der Teilbarbeit für die algebraischen Zahlen 
in gleich einfacher Weise zu erledigen, wie dies für die rationalen Zahlen 
durch die Einführung der ihnen für den Bereich von p gleichen p-adischen 
rationalen Zahlen geschieht, muß der Körper K(p) noch mehr erweitert 
werden, weil er selbst noch nicht so groß ist, daß in ihm jede Gleichung 


(1.) fe) +a "+... +a,=0 (p) 


mit rationalen p-adischen Koeffizienten mindestens eine Wurzel besitzt. 

Es ergibt sich so die Aufgabe, den Körper K(p) in der Weise 
durch Adjunktion anderer Elemente zu vergrößern, daß der so gewonnene 
größere Bereich X ebenfalls ein Körper in dem oben angegebenen Sinne 
ist, und daß ın ıhm eine beliebig, aber bestimmt gegebene Gleichung (1.) 
mindestens eine Wurzel £, oder, was dasselbe ist, daß ihre linke Seite f(x) 
innerhalb Ä mindestens einen Linearfaktor (x—$£) besitzt. Bei dieser 
Fassung des Problems kann man sich wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit 
der Funktionen f (z) in irreduktible Faktoren innerhalb X (p) von vornherein 
auf den Fall beschränken, daß /(x) selbst innerhalb X (p) irreduktibel ist, 
also nicht in Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen p-adıschen 
Koeffizienten zerlegt werden kann. 

Die soeben gestellte Aufgabe läßt sich nun folgendermaßen lösen: 
Es sei « eine gewöhnliche algebraische Zahl, welche einer Gleichung des 
),-ten Grades 


(2.) fo (x) u a” gi En a” Bere a u 
mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten genügt, die für den Bereich von 


p irreduktibel ist. Ich betrachte dann den Bereich aller rationalen 


Funktionen von « 
P=Y(e) 


mit rationalen p-adischen Koeffizienten. Dann beweist man, daß die Ele- 


77 


mente (, ’,”’,»--) dieses Bereiches ebenfalls einen Körper in dem vor- 


her angegebenen Sinne bilden, allerdings allein unter der Voraussetzung, 
daß die Grundgleichung (2.) wirklich für den Bereich von p unzerlegbar ıst 
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(Alg. Z., S. 129, unten); anderenfalls würde, wie man leicht erkennt, ein 
Produkt PP’ zweier Elemente dieses Bereiches Null sein können, ohne daß 
einer der Faktoren verschwindet, d. h. die Division würde nicht mehr ein- 
deutig ausführbar sen. Wir wollen diesen Bereich den durch die 
algebraische Zahl & konstituierten algebraischen Körper nennen und durch 
K (p, «) bezeichnen. 

Die Elemente eines solchen algebraischen Körpers lassen sich in 
genau derselben Weise darstellen, wie dies vorher für die rationalen 
p-adischen Zahlen angegeben wurde; für jede algebraische Zahl $ besteht 
nämlich eine Darstellung: 


(3.) B= 3 8”; 
v-o 

hier bedeutet rn den Primfaktor von p innerhalb X (p,«), und zwar ist n 
im allgemeinen gleich p selbst, in speziellen Fällen gleich einer gewissen 
e-ten Wurzel aus p (Alg. Z. S. 138); die Koeffizienten &,, &,;,,*** sind modulo 
p ganze Zahlen des Bereiches X (p, «), welche für jeden Index » berechnet 
werden können (Alg. Z. S. 145). Auch hier kann der Begriff der Gleich- 
heit zweier solcher Zahlen sowie die vier elementaren Rechnungsoperationen 
genau so wie für die rationalen p-adischen Zahlen definiert, und es kann 
bewiesen werden, daß auch für sie die sieben für einen Körper charakteri- 
stischen Bedingungen (Ia.)—(Ic.) sämtlich erfüllt sind. 

Ist 5 eine beliebige Zahl des Körpers X (p, «), und bildet man die 4 
Gleichungen mit rationalen p-adischen Koeffizienten b;, 


Pil=bn +Fbn8 ++ tb, 
Pae=bdo +bue: ++ +bu_et—!, 


Ba! b;_,0+ b,_1.1ı @+ ++ b,_1,.1-1 , 


so ergibt sich durch Elimination von «, daß £ der Gleichung A-ten Grades: 


g(d)=(—1)} d,—JuPßl= P+bP7'+..+b=0 


mit rationalen p-adischen Koeffizienten b, genügt; man beweist sehr leicht, 
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daß die linke Seite dieser Gleichung selbst irreduktibel oder eine Potenz 
einer irreduktiblen Funktion ist. Im ersten Falle heißt 5 eine primitiwe» 
im zweiten eine imprimitive Zahl des Körpers X (p,e«). 

Nun zeigt sich, daß man für jede irreduktible Gleichung /(z) =0 
einen algebraischen Körper K(p, «) so bestimmen kann, daß diese inner- 
halb jenes Körpers mindestens eine Wurzel / besitzt. Man findet einen 
solchen Körper, indem man für « eine der A Wurzeln «'® der Gleichung: 


Pa) Hr + MATT +.. Ha, +a®=0 


wählt. Hier ist f(x) irgendein %-ter Näherungswert der Funktion f(x) 
mit p-adischen Koeffizienten, d. h. die gewöhnlichen rationalen Zahlen 
a® sind die k-ten Näherungswerte der entsprechenden p-adischen Zahlen a, 
Wählt man die Ordnungszahl k genügend groß, nämlich größer als die 
Ordnungszahl d der Diskriminante von f(x), so ist man sicher, daß in dem 
zugehörigen Körper K (p,«) jene Gleichung wirklich eine Wurzel besitzt 
(Ale. Z. S. 155 IV. und 157 unten). 

Aber schon aus diesem Resultate ergibt sich, daß nicht bloß 
eın solcher Körper K(p, «) existiert, innerhalb dessen die Gleichung 
f(z)=0 aufgelöst werden kann, sondern daß stets unendlich viele alge- 
braische Körper die gleiche Eigenschaft besitzen; denn das ist schon für 
alle Körper K(p,«'®”) der Fall, für welche «“® durch eine der unendlich 
vielen Näherungsgleichungen 


f? (x)=0 k=d+1,0+2,...) 


definiert ist. Diese Körper sind auch im allgemeinen algebraisch voll- 
ständig von einander verschieden. Es ist nun aber von fundamentaler Be- 
deutung, daß alle diejenigen Körper kleinsten Grades X (p, «), innerhalb 
deren eine und dieselbe irreduktible Gleichung /(z) =0 eine Wurzel besitzt, 
arithmetisch für den Bereich von p absolut äquivalent sind, so daß es 


für alle auf die Teilbarkeit durch p» bezüglichen Sätze der durch jene 
Gleichung definierten algebraischen Zahlen völlig gleichgültig ist, innerhalb 
welches Körpers X (p, «) sie aufgelöst wird. 
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Ich will nämlich im folgenden den Satz beweisen: 

Sind X (p, «) und K (p, «) irgendwelche Körper niedrigsten Grades, 
innerhalb deren dieselbe Gleichung /(z)=0 eine Wurzel besitzt, 
so lassen sich ihre Elemente 7 und 7 einander eindeutig so zu- 
ordnen, daß jede zwischen beliebig vielen Elementen y,d,...s des 
einen Körpers bestehende rationale Gleichung 


mit rationalen p-adischen Koeffizienten richtig bleibt, wenn man 

diese Elemente durch die zugeordneten y, d,...e des zweiten Körpers 

ersetzt. Zwei solche algebraischen Körper sollen ägquivalent für den 

Bereich von p genannt werden. 

Da nun weiter gezeigt werden wird, daß alle auf die Teilbarkeit 
der algebraischen Zahlen durch die Primzahl p bezüglichen Sätze auf der 
Form gewisser Gleichungen zwischen Zahlen des zugehörigen Körpers K (p, «) 
beruhen, und da diese Gleichungen für äquivalente Körper dieselben bleiben, 
so wird damit der Nachweis geführt sein, daß die Auswahl des eine vor- 
gelegte Gleichung f(x)=0 auflösenden Zahlkörpers vollständig gleich- 


gültig ist. 


8 2. 
Die äquivalenten algebrarschen Zahlkörper. 


Zwei p-adische algebraische Zahlkörper nenne ich däquwivalent oder 
auch (in Erweiterung einer Bezeichnung von Herrn Steinitz) isomorph, 
wenn in ihnen zwei primitive Elemente « und « existieren, welche beide 
derselben für den Bereich von p irreduktiblen Gleichung: 


(1.) I) +a, +... +a,=0 
mit rationalen p-adischen Koeffizienten genügen. Zu einem jeden Körper 
K(p,«e) gibt es unendlich viele äquivalente.e Z. B. sind konjugierte 


Körper immer äquivalent; aber auch alle die unendlich vielen im vorigen Ab- 
schnitte definierten Körper K (p, o'®) sind einander äquivalent, da in jedem 
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von ihnen eine Wurzel der Gleichung (1.) a. v. S. vorhanden ist. Sind zwei 
Körper äquivalent, und sind « und « zwei primitive Zahlen, welche der- 
selben Gleichung genügen, so können diese als Grundzahlen gewählt, jene 
Körper also durch K(p,«) und X (p,«) bezeichnet werden. 

Ich will dann immer zwei Zahlen % und £% jener beiden Körper 
einander zuordnen und sie äquivalente Zahlen nennen, wenn sie jedesmal 
dieselbe rationale Funktion von & bzw. von « sind, wenn also 


(2.) B=Y(a), P=Y(e) 


ist. So sind alle Zahlen jener beiden Körper einander eindeutig zuge- 
ordnet; speziell ist = «. 


Es seien nun ,y,0,...e Zahlen der ersten, und ß, y, d,...e die 
ihnen äquivalenten Zahlen des zweiten Körpers. Dann ist eine rationale 
Gleichung 

(3.) (By...) 0 


mit rationalen p-adischen Koeffizienten stets und nur dann zwischen den 
Zahlen des ersten Körpers erfüllt, wenn dieselbe Gleichung 


(32.) $ (PB, y,0,...8)=0 
zwischen den äquivalenten Zahlen des äquivalenten Körpers besteht. 


In der Tat, ersetzt man in (3.) %,y,d,...e durch ıhre rationalen 
p-adischen Ausdrücke in « 





(4.) P=9Y(e), y=y(a),...e=x(e), 


so geht diese Gleichung über in 


(5.) B( (e), W(e) ....2(e)) = Fle)=9, 


und wegen der Irreduktibilität der Grundgleichung (1.) ist diese Gleichung 
dann und nur dann erfüllt, wenn #(x) durch /(x) teilbar, wenn also 
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(5%,) F(x)=f(r) # (x) 


ist. Ersetzt man aber in dieser Gleichung x durch «, so wird ihre rechte 
Seite n.d. V. Null, und aus (5%.) und (5.) folgt 


(5b.) B(p(e), vw (a),...2(e))=B(ß,Y,...:)=0; 


damit ist der Beweis unseres Theorems erbracht. 

Hieraus folgt, daß zwei algebraische Zahlen % und 9 dann und nur 
dann als äquivalent betrachtet werden können, wenn sie derselben rationalen 
Gleichung niedrigsten Grades mit rationalen p-adischen Koeffizienten genügen. 
Ist dies nämlich der Fall, so sınd ja die zugehörigen Körper K (p, ß) und 
K (p, ß) äquivalent, es kann also Je ß gesetzt werden; genügt umgekehrt 
ß der irreduktiblen Gleichung g (?) =0, so ist die äquivalente Zahl 3 nach 
dem allgemeinen Theorem Wurzel derselben Gleichung. 

Aus diesem Haupttheorem fließen nun eine ganze Reihe von 
Folgerungen: 

I. Äquivalente Körper haben gleichen Grad; 
denn die beiden äquivalenten primitiven Zahlen « und « genügen der- 
selben irreduktiblen Gleichung des A-ten Grades. 

II. Je zwei äquivalente Zahlen # und 5 genügen derselben irre- 

duktiblen Gleichung. 
Denn nach dem obigen Satze ist jede Gleichung g(#) =0, welcher ß ge- 
nügt, auch für } erfüllt. Hieraus folgt auch, daß äquivalente konjugierte 


Zahlen A, ßs,... 9, und A, 2»... derselben Gleichung genügen, denn 
diese ist entweder selbst irreduktibel oder eine Potenz der zugehörigen irre- 
duktiblen Gleichung. 
III. Äquivalente Zahlen haben gleiche Norm. 
Denn die Norm ist ja, abgesehen vom Vorzeichen, das konstante 
Glied in der Gleichung A-ten Grades, der sowohl £, als auch /, genügen. 
IV. Je zwei äquivalente Zahlen sind entweder beide ganz oder beide ge- 
brochen. Ist eine von ihnen eine Einheit, so ist es auch die andere. 


In der Tat sind die algebraischen Zahlen # und / ganz oder ge- 


brochen, je nachdem die rationale Zahl n(%)=n(ß) dieselbe Eigenschaft 
besitzt (Alg. Z. 8. 135 II). Ebenso sind # und A algebraische Einheiten, 


wenn n()=n(ß) eine rationale Einheit ist (Alg. Z. S. 135 IV). 


















































Hensel, über die zu einer algebraischen Gleichung gehörigen Auflösungskörper. 193 


V. Jede Kongruenz: 


P=y (mod 0) 


in dem Körper K (p,«) bleibt für die äquivalenten Zahlen im 
äquivalenten Körper richtig; 
denn diese Kongruenz besagt ja nur, daß die rationale p-adische 


Zahl n (? ex. =. (N) für den Bereich von p ganz ist. 


VI. Eine Zahl n=%(«e) von K (p,«) ist dann und nur dann für 
den Bereich von p eine Primzahl, wenn das gleiche für die 
äquivalente Zahl n=g (a) des äquivalenten Körpers gilt. 

In der Tat ist diese Bedingung dann und nur dann erfüllt, wenn 
n(n)=n(r) eine positive aber möglichst niedrige Ordnungszahl hat (Aleg. 
Z. 8. 138). 

Jede Zahl $ von K (p,«) kann auf eine einzige Weise in der Form 
= en® dargestellt werden, wo & eine Einheit, n eine Primzahl bedeutet, 
und e die Ordnungszahl von ? ist. Da dieser Gleichung innerhalb X (p, «) 
die Gleichung #=87° entspricht, und nach (4.) und (6.) auch & eine Ein- 
heit, z eine Primzahl für den äquivalenten Körper ist, so gilt der Satz: 

VII. Äquivalente Zahlen "haben dieselben Ordnungszahlen. 

Ist n(n) =p’, so ist die Anzahl der modulo rn inkongruenten Ein- 
heiten innerhalb X (p, «) gleich p/, und es existiert innerhalb dieses Körpers 
ein vollständiges Restsystem modulo z, dessen Elemente die sämtlichen 
Wurzeln sind, welche die Gleichung 


(6.) H,(a)=#—ı=0 


innerhalb jenes Körpers besitzt. Ist 7 eine primitive Wurzel jener Gleichung, 
so sind alle anderen Zahlen jenes Restsystemes in der Reihe 


(7.) 0,1,n,12%,...p 


enthalten (Alg. Z. S. 189). Die Gesamtheit aller rationalen Funktionen 


dieser primitiven Einheit 7 mit rationalen p-adischen Koeffizienten kon- 
26° 
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stituiert ebenfalls einen Körper X (p,n), den sog. Koeffizientenkörper von 
K (p,«). Dieser ist vom f-ten Grade, er ist ein Oberkörper zu X(p) und 
ein Unter- oder Teilkörper von K (p,o). Jede ganze Zahl von K (p, «) 
ist einer Zahl dieses Koeffizientenkörpers modulo r kongruent. 

Jede Primzahl x von K(p,«) genügt innerhalb des Koeffizienten- 
körpers ÄK(p,n) einer irreduktiblen sog. Eisensteinschen Gleichung: 


(8) y(lan)=nt+peo (nat +pc(n)a+Ppo(n)=0, 


deren Koeffizienten ganze Zahlen von X(p,n) sind, und deren letzter c, (n) 
eine Einheit ist (Alg. Z. S. 196 [1]). Ist e der Grad dieser Gleichung, ist 
also r gleich einer gewissen e-ten Wurzel aus 9, so ist ef=4, und die 4 Zahlen 
des Bereiches X (p, «): 


(9.) l, Ey Tt, ann, u ae, "PET u Ai 


bilden ein Fundamentalsystem für den Körper K(p,«); jede Zahl 
dieses Körpers läßt sıch also durch diese A Zahlen homogen und linear mit 
rationalen p-adischen Koeffizienten darstellen (Alg. Z. S. 222 [4.]). Ordnet 
man hier die Elemente anders an, so ergibt sich die Darstellung: 


(10.) Penn he, 


wo die Koeffizienten n” bestimmte ganze Zahlen des Koeffizientenkörpers 
K(p,n) sind, welche für jeden noch so großen Index « berechnet werden 
können (Alg. Z. S. 186 [5.]). 

Es sei nun K(p,o)®K(p,«). Ist dann nn, so ist auch 7 eine 
primitive Wurzel derselben Gleichung (6.) H,(x)=0 wie n, und der durch 7 
konstituierte Koeffizientenkörper X(p,n) ist zu K(p,n) äquivalent. Ist 
rı die zu ı äquivalente Zahl, so genügt nach dem allgemeinen Satze a. S. 191 
rı innerhalb ÄX(p,n) derselben Eisensteinschen Gleichung: 


a 
_ 
— 

| 
= 


Y( 














Hensel, über die zu einer algebraischen Gleichung gehörigen Auflösungskörper. 195 


Ist A ß, so besteht endlich für £ die Entwicklung 


Bette. 


wo 7”, n"+®,,... die zu 7”, n"*»,... äquivalenten Zahlen innerhalb des 
Koeffizientenkörpers X (n) sind. 
Ist nun 


(11.) f(a) =0 


irgendeine für den Bereich von p irreduktible Gleichung A-ten Grades, so 
gibt es, wie bereits oben erwähnt wurde, mindestens einen algebraischen 
Körper K (p,«) desselben Grades, innerhalb dessen jene Gleichung eine 
Wurzel $ besitzt. Ein jeder solcher Körper Ä (p,«) soll ein Auflösungs- 
körper für jene Gleichung heißen. Ist nun X (p,«) ein anderer Auflösungs- 
körper für dieselbe Gleichung, und ist die primitive Zahl 3 in ihm eine 
Wurzel jener Gleichung, so ist 3 ß, weil beide Zahlen Wurzeln derselben 
rationalen Gleichung (11.) sind, und da sie außerdem beide primitive Zahlen 
sind, so ist XK(p,a)“K(p,e),, Ist umgekehrt K (p,o)-K (p, ©), ist 
ferner K (p,«) ein Auflösungskörper jener Gleichung und / eine Wurzel 
derselben, so befriedigt die zu 8 äquivalente Zahl 3 diese Gleichung eben- 
falls, d.h. auch X (p, «) ist ein Auflösungskörper für jene Gleichung. 
Zwei algebraische Körper sind also dann und nur dann 

Auflösungskörper derselben p-adischen Gleichung, wenn sie äqui- 

valent sind. 

Hieran schließt sich nun die wichtige Frage, wann zwei Körper 
desselben Grades K (p,«) und X (p,«) äquivalent sind. Nach dem bisher 
Bewiesenen ist dies dann und nur dann der Fall, wenn sie zwei primitive 
Elemente 5 und ß enthalten, welche äquivalent sind, welche also derselben 
irreduktiblen Gleichung des A-ten Grades genügen. Diese Frage wird nun 
sehr einfach durch den folgenden Satz beantwortet: 

Zwei algebraische Körper desselben Grades sind dann und 


nur dann äquivalent, wenn sie zwei äquivalente Primzahlen 
enthalten. 
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In der Tat, sind die beiden Körper äquivalent, so enthalten sie lauter 
äquivalente Elemente, also auch sicher zwei äquivalente Primzahlen. Um 
auch die Umkehrung jenes Satzes zu beweisen, nehme ich an, jene beiden 
Körper enthalten zwei äquivalente Primzahlen n und rn, und es sei 


P(ı)="+4A_ , 04 ... +40 


die reduktible oder irreduktible Gleichung des A-ten Grades, der sowohl n als 
auch n genügen. Ist diese Gleichung irreduktibel, so ist unser Satz be- 
reits bewiesen, denn dann sind die äquivalenten Zahlen x und 7 primitive 
Zuhlen jener beiden Körper, diese sind also sicher äquivalent. Ist 
dagegen (x) reduktibel, so besitzen die beiden äquivalenten Primzahlen 
denselben Grad /, da dieser die Ordnungszahl des konstanten Gliedes A, 
in (x) ist. Daraus folgt, daß die beiden Koeffizientenkörper der zu 
untersuchenden algebraischen Körper äquivalent sind, denn die modulo 
bzw. ı inkongruenten Zahlen genügen ja beide derselben Gleichung 7,(2)=0. 
Es seien nun n und 7 zwei äquivalente primitive Einheiten jener beiden 
Körper d.h. solche, welche derselben irreduktiblen p-adischen Gleichung 
f-ten Grades 


(12.) ge)Sitrnett +0 


genügen, deren linke Seite einer der Faktoren von H,(x) ıst. Adjungiert 
man dann ) dem Rationalitätsbereiche X (p), so zerfällt die Funktion 7(z) 
in das Produkt der f irreduktiblen Faktoren 


P(2)= y(z, n)w(z, 7?) ++. wa, PP"), 


und wir erhalten dieselbe Zerlegung bei Adjunktion der äquivalenten Ein- 
heit ;, da diese derselben Gleichung (12.) genügt. 

Also genügen n und rn auch derselben innerhalb X (p,n) bzw. K(p, 7) 
irreduktiblen Eisensteinschen Gleichung 


v(n,n)=0 bzw. w(n,n)=0®. 
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Nun bilden aber sowohl die =ef Zahlen 


n'n* von K (p, «), als auch die Elemente 7'n* von K (p, ”) 
(=0,1,...f-1;k=0,1,...e—l) 


je ein Fundamentalsystem für diese beiden Körper. Ist nun / irgend eine 
primitive Zahl von X (p, «), und 


-le.—1 


P=E 6, nn“ 


i=0 k=0 


ihre Darstellung durch das erste Fundamentalsystem, und betrachtet man 


dann die durch die Gleichung 


—  I1e—1 FE 
B= 23 z Can 


0 


bestimmte Zahl von K (p, @), so genügen beide Zahlen derselben irreduktiblen 
rationalen Gleichung A-ten Grades, da ihre Koeffizienten allein von den c,, 
und den Koeffizienten von w (2,7) und g (x), und zwar in derselben Weise, 
abhängen. Da somit diese beiden primitiven Zahlen $ und A der beiden 
Körper K (p,«) und K (p,«) äquivalent sind, so sind diese Körper selbst 
äquivalent. 

Ich rechne jetzt alle äquivalenten Körper X (p,«) ın eine und die- 
selbe Klasse; dann ergibt sich sofort die Frage, wie groß die Anzahl 
dieser Klassen von Körpern eines und desselben Grades A ist. Zunächst 
folgt aus den a. $. 198 Mitte der Alg. Z. durchgeführten Betrachtungen, 
daß zu jedem Grade A stets eine endliche Anzahl solcher Klassen gehört. 
Ist nämlich A=ef irgend eine Zerlegung von A ın zwei komplementäre 
Faktoren, und ist A, die Anzahl aller nicht äquivalenten Körper A-ten Grades, 
deren Primzahl vom f-ten Grade nnd von der e-ten Ordnung, deren Koeffi- 
zientenkörper Ä (p,n) also vom f-ten Grade ist, so ist 


= 24. 


f=i 
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Es ist also nur zu bestimmen, wie groß die Anzahl A, aller nicht äqui- 
valenten Primzahlen e-ter Ordnung ist, welche zu einem gegebenen Koeffi- 
zıentenkörper X (p,n) vom f-ten Grade gehören. 

Nun ist a. a. OÖ. S. 208 gezeigt worden, daß man die Primzahl 
rı innerhalb des Körpers K (p,n) stets so auswählen kann, daß sie im 
Koeffizientenkörper K (r,) einer sog. reduzierten Eisensteinschen Gleichung 


wo (7, N) =n+pc®, (n) ne e.. +pc! —( 


genügt, deren Koeffizienten c®” modulo p**+! 


reduzierte ganze Zahlen des 
Koeffizientenkörpers K (p,n) sind, wenn 9° die höchste in e enthaltene 
Potenz der Primzahl p bedeutet. Unter diesen Primzahlen werden nun 
im allgemeinen noch äquivalente vorhanden sein; jedenfalls ist aber die 
Anzahl dieser reduzierten Gleichungen, also auch die ihr höchstens gleiche 
Anzahl A, endlich, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

In dem regulären Falle, daß der Grad 4 durch die Primzahl » 
nicht teilbar ist, können jene Anzahlen A, und damit auch die Klassen- 
anzahl C', direkt angegeben werden. In diesem Falle wird nämlich a.a. O. 
S. 201—203 gezeigt, daß jede Primzahl z von einer Ordnung e, die ein 
Teiler von A ist, im Körper X (p,«) auf eine einzige Weise so gewählt 
werden kann, daß sie innerhalb des Koeffizientenkörpers ÄK (p,n) einer 
reinen Eisensteinschen Gleichung e-ten Grades 


vw (an) =n—np=0 


genügt; hier ist n die primitive Einheit jenes Körpers, k, eine der Zahlen 
0,1,...e,—1, und 


= (, pP —1) 


bedeutet den größten gemeinsamen Teiler von e und p—1. Hieraus folgt 
also in diesem regulären Falle für die Klassenanzahl die einfache Gleichung: 


E 3 (e,P—]1) 


ef=i 
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wo die Summe über alle komplementären Teiler e?=4 zu erstrecken ist. 


So ergibt sich z. B. 
für 9=3, 4=6: 
C,= (6, 33—1) + (3, 3—1) + (2, > —1) + (1,3°—1)=6, 
für Pp=5, i=12: 


C,. = (12, 5'—1) + (6,5°—1) + (4, 5°—1) + (3, 5°—1) + (2,5°—1) 
+ (1, 5?—1) = 20. 


8 3. 
Die zu einer Gleichung zugehörigen Zerlegungskörper. 


Die bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, daß jeder für den 
Bereich von p irreduktiblen p-adischen Gleichung 


(1.) Ik)=H"+a "+... +a,=0 


stets ein und, abgesehen von äquivalenten Körpern, auch nur ein alge- 
| braischer Auflösungskörper K (p, «,) entspricht, innerhalb dessen jene 
Gleichung mindestens eine Wurzel 


(2.) Pı=$ (a) 


besitzt. Man kann nun aber weiter den Nachweis führen, daß für jede 
solche Gleichung (1.) ein und, abgesehen von äquivalenten, auch nur ein 
algebraischer Körper niedrigsten Grades K (p, «,) existiert, innerhalb dessen 
jene Gleichung genau so viele Wurzeln BB; 3, besitzt, als ihr Grad 
angibt, und für welche dann die identische Gleichung 





(a) =(2—Pı) (Pr) («—Pi) 


besteht. Jeder solche Körper soll ein Zerlegungskörper für die Grund- 


gleichung (1.) genannt werden. 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 27 
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Zunächst zeigt man auf die folgende Weise, daß und wie man 
einen solchen Zerlegungskörper für die Grundgleichung (1.) finden kann: 

Es sei K (p,«,) ein Auflösungskörper A-ter Ordnung für diese Gleichung; 
er sei also so gewählt, daß in ihm eine primitive p-adische Zahl ,=19 («,) 
existiert, welche dieser Gleichung genügt. Es seien nun &,, @&,...@, die 
zu «&, konjugierten gewöhnlichen algebraischen Zahlen, also 


(3.) 9 (2) = (e—a,) (C—a;)-+-(2—a,)=0 


die irreduktible Gleichung mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten, der 
o, genügt. Dann mögen, was bekanntlich stets auf unendlich viele Arten 
geschehen kann, in 


(4.) H=AMlkı tik, t + tal 
die Koeffizienten a, als rationale Zahlen so bestimmt werden, daß 
K(o,)=K (a,,@,,...0;) 


der durch diese konjugierten Zahlen konstituierte Galosssche Körper 
niedrigster Ordnung ist, sodaß 


(5.) 0%, =%ı(%), R&=%: (Ro), --- &=Xı(%o) 


wird, wo die x; (@,) ganze Funktionen von «, mit gewöhnlichen rationalen 
Koeffizienten bedeuten. 
Es sei nun 


(6.) H (x) =0 


die irreduktible Gleichung, welcher &, genügt, durch welche also der Körper 
K («,) konstituiert wird. Die linke Seite dieser Gleichung denke ich mir 
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für den Bereich von p in ihre irreduktiblen Faktoren zerlegt, und es sei 
h(x) einer derselben, sodaß 


(6*.) H(«)=h(x)h(2) (p) 


ist. Ich betrachte nun die irreduktible Gleichung mit p-adischen Koeffi- 


zienten 
(6*.) h(x)=0 (p); 


und nehme an, Ä (p, y) sei ein Auflösungskörper niedrigster Ordnung für diese, 
sodaß diese Gleichung innerhalb jenes Körpers mindestens eine primitive 
p-adische Zahl «, als Wurzel besitzt. Dann behaupte ich, daß dieser 
Körper K(p,y)=K(p,c«,) ein Auflösungskörper für die Grundgleichung 
(1.) ist. Definiert man nämlich die p-adıschen algebraischen Zahlen 
&1,...@, und /y1..../, dieses Körpers durch die Gleichungen 


(7.) %ı1=Xı(0),.-- %,=X:ı(00); 


wo die rationalen Funktionen x, dieselben sind wie in (5.), und 


wo die in (2.) auftretende Funktion ist, so besteht für /(z) die Zer- 
legung: | 


(8.) a2)= (&—P,)- + (2—Pß;). 


In der Tat, sind die gewöhnlichen algebraischen Zahlen «, von 
K («,) durch die Gleichungen (5.), die p-adischen Zahlen «, von K (p, «,) 
durch die gleichgebildeten Gleichungen (7.) definiert, so beweist man 
genau wie a. S. 191, daß jede zwischen ihnen der Größe nach bestehende 


rationale Gleichung 


27% 
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P(e,, O2; ..)=0 


mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten für den Bereich von p richtig 
bleibt, wenn man die «, durch die «, ersetzt. Führt man nämlich für 
die Zahlen «, ihre Ausdrücke %,(«,) in (5.) ein, so kann die dann sich er- 
gebende rationale Gleichung für «,: 


&(xı (00) ,--.%(8)) = Ds (&0) = 0 


mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten nur dann bestehen, wenn ihre 
linke Seite &,(z) durch die irreduktible Funktion 4 (x) teilbar ist. Be- 
trachtet man aber die somit bestehende Identität 


P,(2)=H (x) H (x) 


für den Bereich von p und ersetzt in ihr die Variable x durch «,, so 
verschwindet ihre rechte Seite für den Bereich von 9, d. h. es ist auch: 


DB (a,,0,...%)=0 (p), 


w. z. b. w. 
Hieraus folgt zuerst, daß auch für die Zahlen «,, &,,...«, die 


Gleichung 
(9.) o=d, ++ +ao, (p) 


besteht, da dieselbe. Gleichung nach (4.) für @,,4,,...«, erfüllt ist. 
Zweitens ergibt sich aus (3.) die folgende für den Bereich von p gültige 
Zerlegung: 


(10.) 9 (2) = (0—0,) (a ,). (2-0) (P). 


Hieraus folgt, daß die gewöhnlichen algebraischen Zahlen «,,...a, und 
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die p-adischen Zahlen «a,,...«, alle untereinander äquivalent sind, weil 
sie derselben für den Bereich von p irreduktiblen Gleichung g(2)=0 
genügen. Da nun die p-adische Zahl A,=y(e,) der irreduktiblen Gleichung 
f(z2)=0 genügt, so gilt dasselbe von den A zu /, äquivalenten Zahlen 


Bı=Yy(a,); Ps=Yp(e;) see («;) . 


Bildet man nun die Gleichung: 


(2—,) + (a—B)= (9 (&1))- (2 p(8,))=0, 


der die Zahlen /, genügen, so ist ihre linke Seite als symmetrische Funktion 
aller Wurzeln «, der Gleichung g(z)=0 eine Funktion von x mit rationalen 
p-adischen Koeffizienten; also muß sie mit f(x) identisch sein, weil diese 
irreduktibel ist und mit jener mindestens die Wurzel ß, gemeinsam hat. 
Hiermit ist die Zerlegung der Funktion f(x) im Körper K(p,o,) völlig 
bewiesen; es folgt aus den allgemeinen Sätzen des $ 1, daß die Gleichung 
f{x2)=0 in dem Körper K(p,«,) außer ß,,...ß, auch keine anderen Wur- 
zeln besitzen kann; aus denselben Sätzen ergibt sich, daß dies die einzige 
Zerlegung von f(x) in jedem Körper ist, welcher K(p,«,) als Teilkörper 
enthält. Die A Wurzeln /,;, welche die Gleichung f(x)=0 in dem Körper 
K(p,0,) besitzt, sind für den Bereich von p sämtlich voneinander ver- 
schieden, da anderenialls die innerhalb Ä(p) irreduktible Funktion f(x) 
mit ihrer Ableitung für den Bereich von p einen gemeinsamen Teiler 
haben müßte. 

Ich weise endlich nach, daß alle Auflösungskörper niedrigster Ord- 
nung für eine und dieselbe Gleichung f(x)=0 äquivalent sind. Sind nämlich 
K und K zwei verschiedene Auflösungskörper für diese Gleichung, und sind 


(a) = (2— Pr) (Pe) (2—Pı) 


(11.) ö 5 R 
= (0—Pı) (Ph) (e—Pi) 


die Zerlegungen ihrer linken Seite innerhalb X und X, so kann man 
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wieder die rationalen Koeffizienten b,,b,,...b, auf unendlich viele Arten 
so wählen, daß die beiden p-adischen algebraischen Zahlen 


P=bißı +bß, +." +bP,; 


Bebhıt+bß. + +bß: 


primitive Elemente bzw. von K und K sind. Diese Elemente sind 
bei geeigneter Numerierung der /, einander äquivalent, denn die Koeffi- 
zienten der für den Bereich von p irreduktiblen Gleichungen, welchen 
ß, und 3, genügen, hängen dann allein und beide Male in derselben Weise 
von den Koeffizienten b, und den elementaren symmetrischen Funktionen 
. der ß,;und der ß,; ab; sie sind also einander gleich, da jene symmetrischen 
Funktionen nach (11.) identisch sind. Umgekehrt ist es klar, daß alle 
zu einem Zerlegungskörper K(p,«,) der Gleichung f(x)=0 äquivalenten 
Körper X (p, «,) ebenfalls Zerlegungskörper derselben Gleichung sind. 


Ist K (p, «,) ein Zerlegungskörper der Grundgleichung, und ist 


(2) = («—Pı) (Pr) (8 P,) 


die Zerlegung ihrer linken Seite in diesem Körper, so nenne ich die 4 
äquivalenten p-adischen algebraischen Zahlen A-ter Ordnung konjugverte Zahlen, 
und die durch sie konstituierten p-adischen Körper K (p, P,),... X (p, ß}) 
konjugierte Körper. Aus der Äquivalenz dieser Körper folgt nach den in 
$2 bewiesenen Sätzen, daß jede rationale Gleichung mit rationalen p-adischen 
Koeffizienten zwischen irgendwelchen Zahlen des Körpers X (p, P,) richtig 
bleibt, wenn man jene Zahlen durch ihre konjugierten bzw. innerhalb der Körper 
K (p, P,),...K (p, P,) ersetzt. Ist y, irgendeine Zahl des Körpers K (p, P}); 
und h(z)=0 die Gleichung A-ten Grades, welcher y, genügt, so besteht 
innerhalb K (p, «,) für ihre linke Seite die Zerlegung: 


h (x) = (—yı) (e—y2)* (873); 


wenn Y,Y3...7, die zu yı konjugierten Zahlen bedeuten. 
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Sind allgemein X (p,n,) die zu K (p, ß,) gehörigen konjugierten 
Koeffizientenkörper, und z,,..., ein System konjugierter Primzahlen inner- 
halb jener Körper, so lassen sich die A konjugierten Zahlen y, auf eine 
einzige Weise in konjugierte p-adische algebraische Reihen entwickeln: 


u (e+1) +1 ’ 
yvamnaztn Eile 


sie bilden also einen Zyklus von y konjugierten Reihen mit Koeffizienten, 
welche konjugierte Zahlen der A konjugierten Koeffizientenkörper sind. 


Mit Hilfe der so gefundenen Ergebnisse zeige ich nun, daß für 
eine beliebige im Körper K (1) der gewöhnlichen rationalen Zahlen irre- 


duktible Gleichung n-ten Grades: 


(12.) F(x)=0, 


durch deren Wurzeln die n gewöhnlichen algebraischen Körper K (@) kon- 
stituiert werden, ein und, abgesehen von äquivalenten, auch nur ein Zer- 
legungskörper niedrigsten Grades K (p, d) existiert, in welchem ihre linke 
Seite in ein Produkt von n p-adischen algebraischen Linearfaktoren zerfällt. 

Zu diesem Zwecke denke ich mir die Funktion F(x) in ihre irre- 


duktiblen p-adischen Faktoren zerlegt, deren Anzahl gleich drei sein möge. 
Es seı 


(124.) F(e)=f(a) g(e) h(z) (P) 
jene Zerlegung, A, u, v mögen die Grade dieser Faktoren sein. Es seien nun 


K (p,«,), K (p, Pı), K (p, yı) 


Auflösungskörper für die p-adischen Gleichungen: 


(12b,) f(2)=0, g(2)=0, h(x)=0, 











206 Hensel, über die zu einer algebraischen Gleichung gehörigen Auflösungskörper. 


und es mögen: 
(13.) 5 Ayye 5 Br Das---Pus Yı Yas---Yr 


die zu &,, P,,Yı konjugierten gewöhnlichen algebraischen Zahlen bedeuten. 
Ich setze nun: 


(14.) = +++; +bfıit + +b,ß,tayıt*+e,Y, 


und wähle wieder die rationalen Koeffizienten a,, b,,c, so, daß d eine 
primitive Zahl des durch die n Zahlen «,, P,, Y, konstituierten @alossschen 
Körpers niedrigster Ordnung, daß also: 


K(d)=K (e,,...Pıs..-Yıs--.) 


ist; dann sind die n algebraischen Zahlen 


i=]1,...i 


(15.) 4=4(0), A= ul), 4= 9 (0) (224) 


I=1,..., 


rationale Funktionen von d mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten. 
Es sei nun wieder 


H(x)=0 


die irreduktible Gleichung, der d genügt, und h (x) einer der irreduktiblen 
p-adischen Faktoren von H (x). Ferner sei K (p,e) ein Auflösungskörper 
für die p-adische irreduktible Gleichung 


h(z)=0 


und d eine Wurzel dieser Gleichung innerhalb X (p, =). Definiert man dann 
dieA+u+rv=n p-adischen Zahlen «,, %,,7, von K (p,e)=K (p, 6) durch 
die Gleichungen: 
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(153.) =x(0), Br = wı(0), yı= 0,(0), 


so zeigt man wörtlich wie a. S. 200—203, daß für die Funktion F (x) innerhalb 
K (p, d) die folgende Zerlegung in Linearfaktoren besteht: 


(16.) F(2)=(2—8,). + (0—0,) (Ph) (2 P,) (8-71) (87,), 


und zwar so, daß: 


(168.) f(z)= Il(x—o,), g(z) = IM(&—P,), h(x) = II(2—y,) 


ist. Aus diesem Grunde soll X (p, d) ein Zerlegungskörper für die Gleichung 
F(x)=0 genannt werden. Man zeigt ferner genau ebenso wie a. S. 204, 
daß jeder andere Zerlegungskörper niedrigsten Grades für dieselbe Gleichung 
isomorph zu K (p, 0) ist. 

In jedem dieser isomorphen Zerlegungskörper besitzt also die 
Gleichung F(z)=0 genau n Wurzeln, welche die drei Zyklen 


ER  rrre) 


von konjugierten Elementen bilden; eine Zahl dieses Körpers ist also dann 
und nur dann eine Wurzel unserer Gleichung, wenn sie einer dieser n p- 


adischen Zahlen «,, Br: yı für den Bereich von p gleich ist. 
(1) 


(1) 
Jede andere Zahl A=%(«e) des durch die Gleichung F (x) = 0 
(1) 


konstituierten Körpers K(«) genügt mit ihren n Konjugierten ebenfalls 
einer Gleichung n-ten Grades @(xz) = 0, deren linke Seite in demselben Zer- 
legungskörper K (p,d) in gleicher Weise in ein Produkt: 


6(2) =(°—-) (2-0) (Pi) (8 B,) (8) (0 7,) 


zerfällt wie die Grundgleichung; es ist also K (p, d) ein Zerlegungskörper für 
alle Gleichungen der durch die Grundgleichung F(z)=0 konstituierten 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 28 
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Körper K (a). Ich nenne diese n p-adischen Reihen die Entwicklungen 
der algebraischen Zahl $ für den Bereich von 9. Diese Entwicklungen sind 
hiernach abgesehen von isomorphen, also äquivalenten Reihen eindeutig be- 
stimmt. Da alle n p-adischen Zahlen «;, 4,7; einem und demselben Körper 
K(p, Ö) angehören, so können sie untereinander und mit beliebigen 
anderen Reihen desselben Körpers durch die elementaren Rechenoperationen 
verbunden werden. | 

Auf dieser Grundlage ergibt sich nun die folgende Methode für die 
vollständige arithmetische Untersuchung aller Zahlen eines beliebigen 
algebraischen Körpers n-ter Ordnung K (a): Zu einer jeden reellen Primzahl 
p gehört ein, abgesehen von isomorphen, eindeutig bestimmter Zerlegungs- 
körper K (p,d), innerhalb dessen jede Zahl 8 jenes Körpers n eindeutig 
bestimmte Entwicklungen für den Bereich von p besitzt, welche sich von 
selbst in so viele Zyklen konjugierter Reihen sondern, als die Anzahl 
der für den Bereich von p irreduktiblen Faktoren der Grundgleichung 
beträgt. Die Zahlen eines und desselben Zyklus besitzen dieselbe 
Ordnungszahl, welche für alle isomorphen Zerlegungskörper die gleiche 
ist. Jedem dieser Zyklen ordne ich dann einen zu p gehörigen Primteiler 
p zu und sage, die Zahl P ist genau durch p” teilbar, wenn der zu p 
gehörige Wurzelzyklus von 8 die Ordnungszahl r hat. Hiermit ist die 
eindeutige Zerlegbarkeit aller Zahlen eines Körpers in Primfaktoren voll- 
ständig bewiesen. 

Nach diesen Ergebnissen sind die Ausführungen im $ 2 des siebenten 
"Kapitels meiner Theorie der algebraischen Zahlen etwas zu modifizieren, 
während alle Ergebnisse desselben bestehen bleiben. Die Aufgabe, eine 
vorgelegte gewöhnliche Zahlengleichung F(z)=0 für den Bereich einer 
Primzahl p in einem geeignet gewählten p-adischen Zerlegungskörper voll- 
ständig aufzulösen, oder ihre linke Seite in Linearfaktoren zu zerlegen, hat 
nämlich abgesehen von äquivalenten Zerlegungskörpern nur eine einzige Lösung. 
Sieht man aber von diesen äquivalenten Körpern nicht ab, so gibt es zwar 
für jede solche Gleichung unendlich viele Zerlegungskörper; nach den hier 
gegebenen Ausführungen ist es aber für die arithmetische Untersuchung 
der algebraischen Zahlen für den Bereich von p völlig gleichgültig, welchen 


unter diesen äquivalenten Körpern man für diese Zerlegung zugrunde 
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legt. Allein diesem Buche auseinandergesetzten Resultate beruhen einzig 
und allein auf der Zerlegung der Grundgleichung in Linearfaktoren inner- 
halb irgendeines unter den äquivalenten Zerlegungskörpern. Zu diesem 


Körper K (p, d) gehören dann die n konjugierten p-adischen Zahlen 
0;, 9x, Yı In (15%), also sind auch die durch sie konstituierten konjugierten 


Körper Teilkörper von K (p, d). Irgendwelche Zahlen aus diesen Körpern 
können also stets durch die elementaren Rechenoperationen miteinander 
verbunden werden, da bei diesen der Bereich des Zerlegungskörpers niemals 
verlassen wird. 
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Neue Begründung der Theorie quadratischer Formen 


von unendlichvielen Veränderlichen. 


Von Herrn E. Hellinger in Marburg a. d. L. 





Die Theorie der Integralgleichungen und die anschließenden neueren 
Untersuchungen sind von vornherein von dem Bestreben getragen worden, 
die Sätze der Algebra über lineare Gleichungssysteme und speziell zunächst 
einmaldie Sätze über die orthogonale Transformation einer reellen quadratischen 
Form von n Veränderlichen auf eine Summe von n Quadraten in das Gebiet 
unendlichvieler Veränderlicher zu übertragen. Dabei besteht bei denjenigen 
Integralgleichungen, auf die sich die ersten grundlegenden Untersuchungen 
von Herrn Hilbert*) bezogen, und die später von Herrn Erh. Schmidt**) auf 
neue Art behandelt wurden, noch insofern völlige Analogie zur Algebra, 
als sich die den quadratischen Formen entsprechenden zugehörigen Doppel- 
integrale tatsächlich als Summe von höchstens abzählbar vielen Quadraten 
in einer jener orthogonalen Transformation völlig entsprechenden Weise 
darstellen ließen. Wesentlich darüber hinaus ging Herr Hubert später***), in- 
dem er statt der Integralgleichungen direkt Gleichungen mit abzählbar 
unendlichvielen Unbekannten bezw. quadratische Formen unendlichvieler 


*) „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“. 
1. Mitteil., Nachr. d. K. Ges. d. W. zu Göttingen, Math.-phys. Kl. 1904, S. 49. 

**, „Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener“. 
Dissert. Göttingen 1905. — Abgedruckt als 1. Abhandl. „Zur Theorie der linearen und 
nichtlinearen Integralgleichungen“. Mathem. Ann. 63 (1907), S. 433. 

***) „Grundzüge...“. 4. Mittel. Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. 
Math.-phys. Kl. 1906, S. 154. (Zitiert als „Aubert IV“), — Vgl. auch 5. Mitteil., 
ebenda, S. 439 („Hilbert V“). 
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Veränderlicher betrachtete und hier die Theorie einer wesentlich umfassen- 
deren Klasse von Formen (,„beschränkte‘‘ Formen) entwickeln konnte; hier 
treten nämlich Formen auf, die eine orthogonale Transformation auf eine 
Summe abzählbar vieler Quadrate nicht mehr gestatten, wohl aber eine 
ganz analoge kanonische Darstellung durch ein gewisses Integral, also 
gewissermaßen durch eine Summe von kontinuierlich vielen Summanden. 
Das Integrationsgebiet dieses Integrales (also ein Kontinuum von Zahlen) 
tritt demgemäß als neue Invariante zu den abzählbar unendlichvielen im 
vorhergehenden Falle allein das Invariantensystem bildenden ‚Eigenwerten‘ 
(das sınd die Koeffizienten der einzelnen Quadrate in der Quadratsumme) 
hinzu. Ich habe in meiner Dissertation*) auf den Aulbertschen Resultaten 
fußend die Frage nach dem vollständigen Invariantensystem jener Klasse 
quadratischer Formen erörtert und die notwendigen und hinreichenden 
Kriterien dafür angegeben, wann zwei quadratische Formen unendlichvieler 
Veränderlicher orthogonal ineinander transformierbar sind. 

Es entsteht nun die Frage, ob man nicht diese Resultate und 
damit die gesamte Theorie der beschränkten Formen in direkter Weise 
unabhängig von der Hulbertschen Theorie ableiten kann, d. h. insbesondere 
unabhängig von dem bei Adbert den springenden Punkt bildenden Grenz- 
übergang aus dem algebraischen Gebiete und den dabei naturgemäß er- 
forderlichen schwierigen Konvergenzbetrachtungen. Eine solche neue Be- 
gründung der Theorie gebe ich in der vorliegenden Arbeit; sie hat zugleich 
den Vorzug, wie ich in einer folgenden Abhandlung des näheren darzulegen 
gedenke, daß sie ihrem Wesen nach unabhängig davon ist, ob die zu be- 
handelnde quadratische Form durch eine Summe als Funktion abzählbar 
unendlichvieler Veränderlicher, oder durch ein Integral als Funktion einer 
integrierbaren Funktion gegeben ist — d.h. daß sie im wesentlichen un- 
verändert auch die Theorie von Integralgleichungen mit unstetigen Kernen 
(denn solche entsprechen im allgemeinen den beschränkten quadratischen 
Formen) liefert **). 





*) „Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlichvielen 
Variabelen.“ Göttingen 1904. 

**) Solche Kerne hat Herr E. Hilb (Math. Ann. 66 (1908), S. 1) für eine Reihe 
typischer aus Differentialgleichungen entspringender Fälle durch Grenzübergang von 
stetigen Kernen aus behandelt; etwa gleichzeitig hat Herr H. Weyl („Singuläre Integral- 
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Im ersten Kapitel behandle ich die Eigenwerte der quadratischen 
Form K, von ihrer bekannten Definition mit Hilfe der zur Formenschar 
K—AE (wo E die Einheitsform und A ein Parameter ist) gehörigen homogenen 
Gleichungen ausgehend, in analoger Weise, wie es Herr E. Schmidt in seiner 
genannten Dissertation für Integralgleichungen mit stetigem Kern getan 
hat. Um in ähnlicher Weise auf das Streckenspektrum zu kommen, ver- 
wende ich im zweiten Kapitel systematisch solche Lösungssysteme der- 
selben homogenen Gleichungen, für die nicht mehr die Quadratsumme der 
abzählbar vielen Unbekannten selbst, sondern die ihrer Integrale nach 
dem Parameter A konvergiert; da jedoch nur die Integrale dieser Lösungen 
eine orthogonalen Transformationen gegenüber unabhängige Existenz haben, 
so müssen vorzugsweise diese betrachtet werden, und statt der Lösungen 
selbst erscheinen die bereits in meiner Dissertation eine wichtige Rolle 
spielenden ‚‚Differentiallösungen“. Aus diesen Betrachtungen ergibt sich 
die kanonische, alle Orthogonalinvarianten der Form liefernde Darstellung, 
— vorausgesetzt, daß zu jeder nicht identisch verschwindenden Form ent- 
weder Lösungen der einen Art ( Eigenwerte) oder solche der andern Art (Strecken- 
spektrum) existieren. Diesen fundamentalen Existenzsatz beweise ich im 
dritten Kapitel in einfacher, direkter Weise, indem ich die mit Hilfe eines 
von Herrn E. Hüdb*) herrührenden Verfahrens für komplexe Parameterwerte 
v gebildete reziproke Form der Form K—rvE an die reelle Achse heran 
verfolge und aus der Untersuchung der Singularitäten, die sie dort not- 
wendig besitzen muß, jene ausgezeichneten Lösungen herleite; dabei kommt 
aus der Theorie der analytischen Funktionen nur der Cauchysehe Integral- 
satz für durchaus regulär begrenzte, ganz im Regularitätsbereich der 
Funktion liegende Bereiche zur Anwendung. 





gleichungen ...*“ Diss. Göttingen 1908) den einfachen Fall regulärer einfacher Spektren 
durch Übertragung der Resultate der Hilbertschen 4. Mitt. mittels eines Systemes von 
Orthogonalfunktionen behandelt. Mit dem gleichen Hilfsmittel hat dann Herr Weyl 
gelegentlich der Wiedergabe seiner Dissertation (Math. Ann. 66 (1908), S. 273) eine 
allgemeine Theorie aus den Ergebnissen meiner Dissertation abgeleitet; Herr M. Plancherel 
(Riv. di Fis. Mat. (Pavia) X (1909), S. 37) hat durch Benutzung des .Riesz-Fischerschen 
Satzes diesen Übergang vereinfacht. 


*) „Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten.“ 
Sitzungsber. d. Phys.-Med. Societ. in Erlangen. 40 (1908), S. 84. 
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Kapitel I. 
Untersuchung des Punktspektrums. 


$1. 


Fundamentaleigenschaften linearer und quadratischer Formen 


unendlichvieler Veränderlicher. 


Es sollen hier zunächst eine Reihe einfacher Begriffsbildungen und 
Konvergenzeigenschaften ohne Beweis kurz zusammengestellt werden, die 
in unsern Betrachtungen gebraucht werden und für ihr Verständnis nötig 
sind; sie entstammen zumeist der vierten Mitteilung Adberts*) und sind 
seither vielfach angewendet worden. 

Definitionen: Eine lineare Form der abzählbar unendlichvielen 
Variablen z,,2;,... 


L (X) = I,2, +l,0, ++ *» ns 21,2,**) 


(p) 


bzw. eine bilineare Form zweier Reihen solcher Veränderlicher z,,z;. 
und %,,%; --- 


A(2,y)=Fa,r,Yy, 
(p,q) 


heißt beschränkt, wenn jeder ‚.n-te Abschnitt“ 


>> 
= 1,7, bzw. 22 
yal,.:.:® ?,9=1,...n 
für jedes den Ungleichungen 
Bi, 2 m 2 2 _ 
(1.) ur -ntmt sl, zy =yıtyatr-<I 


genügende Wertsystem der Variablen dem absoluten Werte nach unterhalb 
einer endlichen, von n unabhängigen Grenze bleibt. Diese Definitionen 


*) Hilbert IV, S. 176—182. 


**) In den mit $& bezw. & bezeichneten Summen sollen die Indizes p und y 
() (,9 
stets unabhängig voneinander alle ganzzahligen Werte 1,2,... durchlaufen. 
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gelten auch bei komplexen Koeffizienten und Variablen, wenn man diese 
nur der Konvergenzbedingung 


(1.) 2n'=-2n,n<1l 2,°’-2y,%<1 


an Stelle von (1.) unterwirft*). 
Das Haupthilfsmittel bei den übrigens sehr einfachen Beweisen der 


nunmehr aufzuführenden Konvergenzsätze ist die sog. „Schwarzsche Un- 
gleichung‘‘ **), die für reelle Größen 


(2.) (Zu,y,?<z2.2y 


(p) wu (p) 


und für komplexe Größen ***) 


(2. an <zaf- zn) 
lautet und zugleich die Konvergenz der links stehenden Summen als Folge 
der Konvergenz der rechts auftretenden Quadratsummen behauptet. 

Linearformen: Eine Linearform L(z) ist stets dann und nur dann 


beschränkt, wenn die Quadratsumme All der Beträge der Koeffizienten 
p 


(bei reellen /, also S I} selbst) konvergiert. Die Reihe S l,x, konvergiert 
p 


in diesem Falle wegen der aus (2.) sich für ihren Rest sofort ergebenden 
Abschätzung absolut und gleichmäßig für alle (1.) bezw. (1.) genügenden 
Wertsysteme; insbesondere folgt hieraus, falls =”, z”,... für n=1,2,... 
unendlichviele (1.) genügende Wertsysteme bedeuten, für die der Limes 


Lw=-% 


n=% 


für jedes einzelne p existiert, daß 





*) X» bedeutet stets den konjugiert imaginären Wert von x,. 
**) Hilbert IV, S. 176. 
*+*, W, Schmidt, „Über die Auflösung linearer Gleich. mit unendl. vielen Unbek.‘ 


Rendic. del Cire. mat. di Palermo. XXV (1908), S. 58. 
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(3.) L, ZI," = Zl,r, 


a () 

ist, d. h. die Linearform besitzt als Funktion der unendlichvielen Variablen 
die hierin ausgesprochene Stetigkeitseigenschaft (die sog. ‚„‚Vollstetigkeit‘‘)*). 
Dieselben Aussagen gelten offenbar auch, wenn man Koeffizienten und 
Variable vertauscht; speziell sei hervorgehoben, daß für eine von einem 
Parameter 4 abhängige Schar beschränkter Linearformen = l,(A) x, di 
sie darstellende Reihe auch gleichmäßig in A konvergiert, wofern nur ihr 
Wert L(}, x) bezw. die Größe = l,(A)® eine auch von A unabhängige obere 
Schranke hat. 

Bilinearformen: Eine beschränkte Bilinearform A (z,y) kon- 
vergiert im allgemeinen nur im gebräuchlichen Sinne der Doppelreihen- 
konvergenz, sowie bei zeilen- und kolonnenweiser Summation — und zwar 
allemal gegen denselben Wert: 


(4.) Alz,yJ= /4A,l,))=/ ZZ 5% = (20,2%) 
n—= M— © u vr 
n=o 


— vorausgesetzt natürlich immer, daß die Variablen der Bedingung (1.) 
genügen**). In jedem Falle aber ergibt sich**), daß der Rest der Reihe 
unter dem Produkte von Va}, +24. ++" +Vy at Yet in eine 
nur von der oberen Grenze aller Werte A (x,%)| abhängige Zahl bleibt. Dem- 
zufolge hat A als simultane Funktion der beiden Variablenreihen z,,2;,... 
und %,, %s,... betrachtet im allgemeinen nicht mehr die ‚Vollstetigkeits- 


eigenschaft“‘ (3.)***), sondern es gilt 


L 4(2”,y”)=A(s,y), won  W’=2,]/ Yy —y; 
n=» 


n=» n=n 
nur noch dann, wenn gleichzeitig die ‚Entfernungen‘ 


*) Hilbert IV, S. 200. — V,S. 441. 
**) Hilbert IV, S. 178, 180. 
***, Daraus folgt speziell, daß A(x,y) die obere Schranke seines Wertevorrates 
im Bereiche (1.) nicht mehr an einer Stelle dieses Bereiches anzunehmen braucht. 
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L. Z(®—x,)’=0 und 7 Z(y®—y,)’= 0 
) 


u se 


gegen Null konvergieren. Andererseits aber bleibt, wenn wir für ein festes 
Wertsystem der x und % die Werte einer einparametrigen ' Formenschar 


A(k;2,y)=2 a,,(4)®,y, betrachten, die gleichmäßige Konvergenz der dar- 
(,9 
stellenden Reihe für alle A bestehen, wofern nur A(2;x,y) eine von A unab- 


hängige endliche obere Schranke hat. 
Faltungsprozesse: Unter der Faltung zweier beschränkter Linear- 
formen Z (x), M (x) verstehen wir die wegen (2.) notwendig existierende Zahl: 


(4.) (L, M) = L(-)M (-)= Z1,m,. 


(p) 


In ähnlicher Weise kann man aus ZL(x) und einer beschränkten Bilinear- 
form A(x,y) zwei im allgemeinen verschiedene Faltungen bilden, die ihrer- 


seits beschränkte Linearformen sind: 


| A(z,.)L(.)=AL(2)=2 a,,t,l,; 


(P,9) 


nn 
® 
- 
. 

— 


| Al,y EG=LAWy)= Zu, l,y,. 


(P, qQ) 


Ist Ax,y) speziell dem Produkte zweier Linearformen M(z)N (y) gleich, 


so ıst 


(5%.) AL(@)=M(a)(N,L); LA(yJ)=(L,M)N(y), wo A=M(e) N (y). 


Endlich geht aus zwei beschränkten Bilinearformen A(z,y) und B(x,y) als 
„Faltung‘‘ eine neue notwendig wiederum beschränkte Bilinearform hervor*): 


(6.) | A(x,.)B(.,y)=AB(z2,y)=3(Za,,b,)%,Y; 


(p,g) (a) 


die wir in der Sprache des Matrizenkalküls, wo für jede Bilinearform, bezw. 
das System ihrer Koeffizienten, ein Buchstabe A= (a,,) gesetzt wird, auch 


*) Hilbert IV, S. 178 f. 
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als Produkt AB von A und B bezeichnen werden; ihr Wert kann auch als 


(64.) AB(x,y)=Z(Fa,,x,)(Zb,,Y,) 


(a) (P) (q) 


dargestellt werden. Bezeichnen M und N die Maxima bezw. die oberen 
Schranken der absoluten Beträge der Formen A und B unter der Neben- 
bedingung (1.), so gilt unter derselben Bedingung 


(6b.) |4B(«,y))<MN. 


Für alle diese Faltungsprozesse gilt das ‚assoziative Gesetz‘, insbesondere 
sei hervorgehoben: 


(7a.) (M,AL)=(MA,L) 
(7b.) (AB)C=A(BC). 


Quadratische Formen: Jeder reellen symmetrischen Bilinear- 
form (a,,=qa,) gehört die quadratische Form 


A(z,2)=A(r)= Zu 


va Ip Fr (Ay, Pr I) 
(p,qQ) 


zu, aus der A(x,y) umgekehrt durch ‚Polarisierung‘‘ entsteht; die obere 
Schranke der Beträge der ‚quadratischen Form ist mit derjenigen der 
symmetrischen Bilinearform — immer unter der Nebenbedingung (1.) — iden- 
tisch. Zu jeder reellen unsymmetrischen Bilinearform A(z,y) kann man 
mit Hilfe der ‚transponierten Form“ 


(8.) A’(z,yJ)=2a,2,y,=4(y,?®) 


(p,q) 


eine gewisse quadratische positiv definite Form 


29* 
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(8%) A’Ald)= 2 0,0, = (3a, %) > 0 


(0, q, «) = 


bilden. Ist A symmetrisch, so ist 4’A = 4° die Faltung von A mit sich 

selbst, und ebenso sind alle Faltungen 4A*, 4°,... positiv definit; ist A selbst 

definitt, so sind auch die Selbstfaltungen ungerader Ordnung 4°, A°,... 

definit, da sie nur Werte aus dem Wertevorrat von A (x) selbst annehmen. 
Bei komplexen Koeffizienten haben die durch die Bedingung 


2 ge a rw; 
U, =: Op oder A=A 


(wo A(z2,y)= 2 4,,%, Y, gesetzt ist) charakterisierten ‚„Hermiteschen 
(p,q) 


Formen‘ eine ähnliche Bedeutung *); setzt man x, und y, einander konjugiert 
komplex, so nehmen sie wieder reelle Werte an: 


A (2,2) = Zum, t+ 2 (0, 2,%, + 0,,%,%,)- 
p 


ug Fre ea. 


Aus jeder komplexen Form A(x,y) kann man eine positiv definite 
Hermitesche Form bilden: 


(9.) A’A(2)= 2 op, = Sa, >0; 
a q7 en; 


wir bemerken noch die aus (2.) folgende Ungleichung: 


(98.) Ala,y)’<4A’A(y) für |, =1. 


Orthogonale Formen**): Ein System reeller Linearformen 


L, (2) = Z1,,% 


(0) % 


*) Hilbert IV, S. 216. 
**), Hilbert IV, S. 180f., 194f. 
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heißt orthogonal (genauer: orthogonal und normiert), wenn für je zwei 
von ihnen gilt: 


Sure a 
(10.) (Z,,L)= Zlala = I = 


a”ga 
(a). pa q pq 


hı für 9=g; 


jede dieser Formen ist dann notwendig beschränkt. Denkt man sich ıhre 
Koeffizienten etwa als Koordinaten eines Vektors im unendlichvieldimen- 
sionalen Raume der z,,%,,..., so stehen alle diese Vektoren aufeinander 
orthogonal*). — Für jedes Wertsystem x mit konvergenter Quadratsumme 
konvergiert die Quadratsumme beliebig vieler Orthogonalfunktionen und bleibt 
kleiner als & x) (‚„Besselsche Ungleichung‘) **): 


(p) » 


(1) &(L,(@))} = L(a)’+ (a4. <z; 
die linke Seite stellt eine beschränkte, übrigens positiv definite quadra- 
tische Form der unendlichvielen Variablen &,, x,,... dar. 

Hat man irgend ein System von Orthogonalfunktionen, über dessen 
Mächtigkeit noch nichts bekannt ist, so gilt für jede Anzahl von ıhnen 
doch die Ungleichung (11.) und daher durch Spezialisierung der Variablen 
auch jede der Ungleichungen 


ri), (g=1,2,...)° 


ge 


re 
größer als 3, höchstens 3 größer als } sein können und so fort, also 
schließlich, daß nur abzählbar unendlichviele von ihnen von Null ver- 
schieden sein können. Da es aber nur abzählbar unendlichviele Indexwerte 
q=1,2,... gibt — entsprechend den abzählbar unendlichvielen Variablen 


%j,%,... —, können auch in dem Schema aller Koeffizienten /,, nur ab- 


Daraus folgt für jedes einzelne g, daß höchstens 2 der Größen / 


zählbar viele von 0 verschiedene Größen vorhanden sein, und somit ist be- 


*) Komplexe Linearformen heißen orthogonal, wenn (L,, L,)=0 (E. Schmidt, 
„Über die Auflösung...“; zitiert S. 214 Anm. ***). 
**), Erh. Schmidt, Dissert. $ 1. — Hilbert IV, S. 195. 
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wiesen, daß jedes System normierter orthogonaler Linearformen abzählbar un- 
endlichvieler Variabler höchstens abzählbar unendlichviele Formen enthalten kann*). 
Gilt nun speziell für ein Orthogonalsystem die Gleichung 


(11) L, (a) +L,(@)’ +. = Fu, 


(p) 


so heißt es vollständig; jedes Orthogonalsystem kann man zu einem voll- 
ständigen durch Hinzufügung geeigneter Formen ergänzen**). Aus (11’.) 
folgt nun: 


(107.) Zi, ,8,,= 


das sind die aus (10.) durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen im 
Koeffizientenschema L=(l,,) hervorgehenden Gleichungen. Man kann 
beide Gleichungssysteme in der Matrizensymbolik zusammenfassen ın 


(10. ) LL=E, DU’L=E, 
wenn E die ‚„Einheitsform“ 


E(x)= 20, 2,2.=22 


nr 9 mr 


bedeutet. Auch die Bilinearform L= 1, 2,4, heißt orthogonal; sie ist 


(r, 9 
notwendig beschränkt. 


Wegen (10.) und (10°) lösen die Gleichungssysteme 


*) Der Beweis ist identisch mit dem von Herrn E. Schmidt (Comptes Rendus de 
l’acad. des sciences. Paris. T. 143 (1906), S. 955 für Orthogonalsysteme von Funktio- 


nen einer Variablen geführten. 
**) Hilbert IV, S. 196. 
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(12.) 27,= L,(2) = 1,9, 
(12’.) z,=L(e)=21,% 


(p) 


(das sind die zu den Bilinearformen Z und L’ gehörigen linearen Trans- 
formationen) sich gegenseitig auf und vermitteln daher eine umkehrbar 
eindeutige Transformation des unendlichvieldimensionalen Raumes der Punkte 
mit konvergenter Quadratsumme der Koordinaten. Diese Transformation 
ist obendrein wegen (11’.) orthoyonadl, d. h. sie führt die Einheitsform 


in sich selbst über: 


Sr=3&r oder E(r)=E(e’); 


umgekehrt ist jede eineindeutige orthogonale lineare Substitution in der Form 
(12.), (12°.) enthalten. 

Die oben definierten Faltungsprozesse sind gegenüber orthogonalen 
Transformationen kovariant*), d. h. gehen durch (12.) die linearen oder 
bilinearen Formen M, A,... über in die notwendig gleichfalls beschränkten 
Formen: 


M*(x’) = LM (z’) = z (Z1,,m,)e; 


(a) \(p) 


A*(x2’) = LAL' (2) = 3 (Z bapkpalzı) % en 


(a, #) \(p, 


so geben sie gefaltet einfach die transformierten Formen der durch den 
gleichen Faltungsprozeß aus Z, A,... entstehenden Formen, z. B.: 


(13.) A*M*=(AM)*, 4A*B*=(AB)*. 


$ 2. 
Eigenformen der quadratischen Form. 


Wir beginnen nunmehr das Studium der reellen beschränkten quadra- 
tischen Form wunendlichvieler Veränderlicher, die wir 





*) Hilbert IV, S. 181. 
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K(2)= 2 k.2,% (k„= k,,) 


TE Wi 


schreiben*). Durch orthogonale Transformationen geht sie in andere 
quadratische Formen über, und es handelt sich besonders darum, die 
sämtlichen Invarianten von K gegenüber allen orthogonalen  Transformatio- 
nen anzugeben bezw. eine durch orthogonale Transformationen stets zu 
erzielende eindeutig bestimmte Normalform für K aufzustellen, aus der 
sich diese Invarianten ablesen lassen. 

Genau wie in der Algebra (d. h. im Falle endlichvieler Variabler) 
betrachten wir zu diesem Ende die Formenschar **) 


A(2)=K(x)—ıE(«), 


wo E die die orthogonalen Transformationen charakterisierende Einheits- 
form und 4 ein Parameter ist, und gehen von der allgemeinen, natürlich noch 
wesentlich zu präzisierenden Bemerkung aus, daß alle Werte A, für die 
die Form A einen ausgezeichneten, orthogonalen Transformationen gegenüber un- 
veränderlichen Charakter hat, orthogonale Invarianten von K sein werden. 
Eine solche ausgezeichnete Eigenschaft, die ganz ebenso in der Algebra 
auftritt, ist z. B. — wie aus der Schlußbemerkung von $ 1 hervorgeht — 
die Existenz einer beschränkten ‚reziproken Form“ K(i;x) zu A, d.h. einer 
Form, deren Produkt (Faltung) mit A gleich der Einheitsform ist: 


AK(z) = FZa,, 2,,%,%, = E(t), 


paTagq“"p“gq 
(P,9, a) 


— oder andererseits die Existenz einer „Nulllösung‘“‘, d. h. einer be- 


schränkten Linearform M (x), deren Faltung mit A identisch verschwindet: 


AM (z)=0. 


*) Es sei hier nur beiläufig bemerkt, daß sich die ganzen folgenden Ent- 
wieklungen im wesentlichen unverändert auch auf Hermitesche Bilinearformen an- 
. wenden lassen. Ä 

**) Herr Hilbert betrachtet entsprechend der bei Integralgleichungen üblichen Be- 
zeichnungsweise die Schar E—AK; seine Eigenwerte etc. sind also die reziproken 
Werte der im folgenden auftretenden. 
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Man kann das auch so ausdrücken: Im ersten Falle haben die 
zur Form A gehörigen unhomogenen linearen Gleichungen mit unendlich- 
vielen Unbekannten 


Ag 2, =, oder Eh, 2 — A, =Y (=1,2,...) 


für jedes System der Größen y, mit konvergenter Quadratsumme eine 
eindeutig bestimmte Lösung mit konvergenter Quadratsumme: 


im zweiten Falle haben die homogenen Gleichungen 


(1.) Ey, = 0 oder kg, —r, = 0 (P=1,2,...) 


eine von der trivialen Lösung x&,—=0 verschiedene Lösung x, -- m, mit kon- 
vergenter Quadratsumme der absoluten Beträge. 

Man bestätigt hiernach leicht auch direkt, daß für einen bestimmten 
Wert von 4 bei den zu einer orthogonal transformierten Form gehörigen 
Gleichungen stets derselbe Fall eintritt, wie hier bei der ursprünglichen Form, 
und zwar entstehen die betr. neuen Lösungen durch die gleiche orthogonale 
Transformation aus den Lösungen der ursprünglichen Gleichungen. 

Wie in der Algebra stellt Fall I den ‚allgemeinen Fall“ dar, auf 
den wir erst später zurückkommen werden, nachdem wir uns mit den 
„Ausnahmewerten“ A beschäftigt haben; zu diesen gehört, wie sich zeigen 
wird, außer dem Fall II noch eine wesentlich verschiedene in der Algebra 
noch nicht auftretende Klasse von A-Werten. 

Wir behandeln nun also zunächst die durch (1.) definierten sog. 
Eigenwerte der Form K. Es sollen hier nur einige allgemeine Eigenschaften 
dieser Eigenwerte abgeleitet, nicht etwa ihre Existenz bewiesen werden; 
denn die allgemeine beschränkte Form, die wir hier behandeln, muß nicht 
notwendig Eigenwerte haben. Die Methoden, die ich hierbei zunächst 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 2. 30 
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anwende, sind wesentlich dieselben, wie sie bei der direkten Untersuchung 
von Integralgleichungen mit stetigen Kernen, die ja gewissen speziellen 
quadratischen Formen entsprechen, schon früher gebraucht worden sind *). 
Ich zeige zunächst, daß jeder Eigenwert einer reellen quadratischen 
Form reell ist. Denn multiplizieren wir (1.) mit dem zu 2,=8,-+en, 
konjugiert komplexen Wert x,= &,—in, und summieren über p, so folgt 


z, k, 2, = 12 1, %,; 
rechts ist jeder Term der Summe reell, links aber ist wegen der Realität 


von k,, jeder Term mit p=g und wegen k,=k, auch die Summe je 


p 
zweier symmetrischer Terme &,(2,2,+%,*,) reell, so daß wir 


5 (Rz 5 Ra) = 12 (& +m) 
und damit A als reellen Quotienten zweier reeller Zahlen erhalten. Da 
hier nur Werte der Form K für reelle Variable auftreten, folgt weiterhin 
noch unmittelbar, daß der Betrag jedes Eigenwertes unterhalb des Maximums 
von K (x) für alle reellen, = x, 1 genügenden Wertsysteme liegt. 

Wir können uns darauf beschränken, zu jedem Eigenwerte A aus- 
schließlich reelle Lösungssysteme x, der Gleichungen (1.) zu betrachten; 
denn wegen der Realität von A und %,, genügt sowohl der reelle als auch 
der mit ® multiplizierte Teil einer eventl. komplexen Lösung von (1.) auch 
für sich diesen Gleichungen. Es ist bequem, mit jeder Lösung 2,= m, 
von konvergenter Quadratsumme zugleich auch die notwendig beschränkte 
Linearform M (x) = z m,%, der unendlichvielen Variablen x, zu betrachten, 


die eine zum Eigenwert 4 gehörige Eigenform von K(x) heißt. Wir schreiben 
demgemäß statt der unendlichvielen Gleichungen 


zk 


m,—=ım (p=1,2,...) 
(g) mıq p 


auch die eine Identität in den unendlichvielen Variablen z,,%,,...: 


(2.) KM(xz)=4AM(x) oder kürzer KM=ıM. 





*) Vgl. E. Schmidt, Dissertation, $ 4 und 5. 
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Wegen der Homogeneität der Gleichungen (2.) kann man jede 
Eigenform M (x) mit einem beliebigen konstanten Faktor multiplizieren; 


speziell kann man durch Division mit Y(M, M)=V m die zu M gehörige 
(2) 


„normierte Eigenform‘ 


_ Io 
Ka) = arm 
bilden, die durch die Bedingung 
(L,L)=1 


charakterisiert ist. 

Um nun die Gesamtheit der wesentlich verschiedenen Eigenformen 
übersehen zu können, die möglicherweise zu ein und demselben zunächst 
ungleich O0 angenommenen Eigenwert A gehören, gehen wir von irgendeiner 
normierten Eigenform L,(x) aus, die also 


(a,.) KL,=4L,, und (Z,,L,)=]1 
genügt, und bilden die quadratische Form 
(bı.) K,(#2)=K(2)—4(L,(2))*. 


Sıe hat sicher Z, nicht mehr zur Eigenform mit dem Eigenwert 4, denn 
es ıst (vgl. $1, (5%.)) wegen (a,.): 


(c..) K,L,(2)=KL,(«)—iL,(x)(L,L,)=®. 


Nun kann aber K, doch noch den gleichen Eigenwert A mit einer anderen 
normierten Eigenform L,(z) haben: 


(a..) K,L,(2)=AL,, wo (2,2.)=1. 
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Indem wir diese Identität mit Z, falten, erhalten wir 
(L,; K, L,) a... 1 (L,, L,); 


nun ist die linke Seite nach dem assoziativen Gesetze (74) des $ 1 gleich 
(L,K,,Z,), und da auch ÄX,(z) als quadratische Form eine symmetrische 
Form ist, folgt (vgl. (5.) des $1) Z,K,(2)=K,L,(x) und das ver- 
schwindet wegen (c,.) identisch; daher wird auch (ZL,,K,L,)=0 und 
mithin wegen A#+0 auch 


(L,,L,) =®. 


Damit und mit Hilfe von (a,.) ergibt sich nun, wenn man die Identität 
(b,.) mit Z, faltet: 


ıL,=KL,(e), 


d.h. auch L, gehört als Eigenform zum Eigenwert 4. Bildet man 


nun weiter 
(b,.) K,(x2) = K,(x)—AL,(2)’=K(2)—AL, (z)’—AL,(x)?, 
so folgt genau ebenso 


K,L,(2)=K,L, (x) =0; 


aber es kann K, möglicherweise eine andere zu A gehörige normierte 
Kigenform L,(x) haben, die dann notwendig wiederum eine zu ZL, und Z2, 


orthogonale Eigenform von K(x) ıst: 
KL,(«)=4/AL,; (L,L,)=(L,L,)=0, (L,L,)=1. 


Indem wir so immer weiter schließen, kommen wir zu einem ganzen 


System orthogonaler normierter Eigenformen Z, (x), und da dieses ($1, S. 220) 
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höchstens abzählbar unendlichviele Formen enthalten kann, so folgt not- 
wendig, daß wir nach endlichvielen oder abzählbar unendlichvielen Schritten 
zu einer Form 


(3.) Ko(2)=K(2)—A|L (2) + (2)? ++] 


gelangen, die keine zu A gehörige Eigenform mehr hat, während die beschränkten 


Linearformen L,(z), L,(x)... den Relationen 
(48,) L.1,=/ PR 2-03 
| 0 für v#+u, 
(4b.) KL,(z)=AL,(x), 0=1,2,..) 
(4°.) K,L,(z) =0 v=1,2,...) 
genügen. 


Es seı nun M (x) irgendeine zum Eigenwert A gehörige Eigenform 


von K (x): 


(5.) |  KM(a)=AM (a). 


Wir entwickeln M nach den Orthogonalformen ZL,,L,,... analog wie 
man eine willkürliche Funktion nach Orthogonalfunktionen in Fourierscher 
Manier entwickelt, d. h. wir ‚bilden die Reihe: 


(M,L,) L,(<)+(M,L,) L,(x)+--- 


Sie stellt notwendig eine beschränkte lineare Form dar; denn nach den 
Ungleichungen (2.) und (11.) des $1 ist ihr Quadrat kleiner als 


Z(M,L,)-ZL,(«)’<(M,M)- E22. 


() (v) (P) 


Also ist auch die Differenz 


(5’.) N («)=M(x)— |(M,L,)L,(«)+(M,L,)L,\x) +---} 
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eine beschränkte Linearform; wir zeigen, daß sie notwendig identisch ver- 
schwindet. Denn wegen (4°.) folgt durch Faltung mit K,(«): 


K,N (2)=K,M («). 


Tragen wir rechts für X, den Wert (3.) ein und berücksichtigen, daß 
L,(&)® mit einer Form M (x) gefaltet Z, (x) (L,,M) ergibt (vgl. $ 1, (5%.)), 
so folgt: 


K,N (©)= KM (@)—A|L,(e) (M,L,) + L,(2) (ML) + |, 


oder wegen (5.) und (5’.): 
K,N(z)=4AN (x); 


N (x) wäre also eine zum Eigenwert A gehörige Eigenfunktion von X, und 
‚muß daher — unserer Annahme über Ä,(x) nach — identisch verschwinden. 
Demnach folgt aus (5’.) 


M (x) en (M,L,)L, (2) +(M, L.) L. (x) +’, 


d. h. jede zum Eigenwerte A gehörige Ewgenform von K (x) ist ein lineares 
Aggregat der Orthogonalformen L,(z), L,(x),... mit Koeffizienten von 
konvergenter Quadratsumme — und umgekehrt ist natürlich jedes solche 
Aggregat notwendig eine Eigenform. 

Wir nennen die L, (2), L,(x),..., um diese Eigenschaft auszudrücken, 
ein „vollständiges System zueinander orthogonaler Eigenformen“. Es kann 
natürlich verschiedene solche Systeme geben, jedoch folgt unmittelbar 
aus ihrer Definition, daß je zwei von ihnen durch eine eineindeutige ortho- 
gonale Transformation aus einander hervorgehen: 


L,(@)=£0„L,(@), L,()=&0,„L,(e). 


Speziell enthalten diese Systeme also alle die gleiche endliche Anzahl, oder 
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alle abzählbar unendlichviele Formen — wodurch die Vielfachheit des 
Eigenwertes A definiert ist. 

Alle diese Entwicklungen übertragen sich unmittelbar auch auf den 
bisher ausgeschlossenen eventuellen Eigenwert Null, indem man die Defi- 
nitionsgleichung K_L(z) = 0 der zugehörigen Eigenformen in 


(K +E)L(x)=L(x) 


umschreibt; also stimmen die sämtlichen zum Eigenwert 0 gehörigen Kigen- 
formen der Form K mit den sämtlichen zum Eigenwert 1 gehörigen der 
Form K +E überein. 

Das Resultat dieser Betrachtung ist: 

Zu jedem Eigenwert einer reellen beschränkten quadratischen Form 
gibt es ein bis auf eineindeutige orthogonale Transformationen in sich be- 
stimmtes vollständiges System zueinander orthogonaler Eigenformen, dessen 
lineare Kombinationen (mit beliebigen Koeffizienten von konvergenter Quadrat- 
summe) die sämtlichen Eigenformen für diesen Eigenwert umfassen. Die 
Anzahl seiner Formen, die endlich oder auch abzählbar unendlich sein kann, 
heißt die Vielfachheit des Eigenwertes 4. 

Ich fasse jetzt weiterhin verschiedene Eigenwerte ins Auge, um ihre 
Gesamtheit — das sog. Punktspektrum der quadratischen Form — übersehen 
zu können. Es seien A,,A, zwei verschiedene Eigenwerte, zu denen die 
Eigenformen ZL®(z), L®(x) gehören: ‘ 


(6°) KL®’(x)=4,L®”(z2) odr ZW =ıN), P=1,2,...) 
(2 
(6b.) KL®(x)=4,1®(z) oder Ik, M=1,1N. (p=1,2,...) 


(9) 


Multiplizieren wir (6%.) mit 1, (6®.) mit /$’ und summieren jedesmal über 
p, so werden die linken Seiten wegen der Symmetrie von K (k,=k,) 
einander gleich und es folgt: 


1, ZOO = 4, E09, 
(p) (p) 
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und wegen A,#+45: 


21070 — (19, L®)=0. 


(p) 


Eigenformen, die zu verschiedenen Ergenwerten gehören, sind also zueinander 
orthogonal. Da es nun nur abzählbar unendlichviele Orthogonalformen 
geben kann ($1, S. 220), so folgt unmittelbar das wichtige Theorem, daß 
jede beschränkte quadratische Form höchstens abzählbar unendlichviele Eigen- 
werte besitzt. Nehmen wir für jeden dieser Eigenwerte das vollständige 
System seiner orthogonalisierten Eigenformen nach dem vorigen Satze, so 
erhalten wir das vollständige System aller überhaupt zu K (x) gehörigen 
Eigenformen als ein System zueinander orthogonaler Linearformen. 

Wir bezeichnen nun alle diese verschiedenen Eigenformen, in eine 
einfache Reihe geordnet, mit Z,(z), Z,(2),..., und die zugehörigen Eigen- 
werte entsprechend mit A,, A,,..., wobei unter diesen Ä,, A,,... ein und der- 
selbe Wert endlich oder gar abzählbar unendlich oft auftreten kann. Da alle 
), unterhalb einer endlichen Grenze liegen müssen (S. 224) und da S L,(z)? 


stets konvergiert und unterhalb = x, bleibt, konvergiert auch =h, L, (x)? 
p v 


absolut und man erkennt leicht, daß es eine beschränkte quadratische 
Form (im Sinne von $1, (4.)), darstellt. Wiederholen wir also den oben 
(5. 225.1.) für einen Eigenwert angewendeten Prozeß nun unverändert 
für alle Eigenwerte, und setzen 


(7.) K (2) = 4,L,(x)? + 1, L,(@)? ++ Ku(e), 


wo 


(74.) dd = 10: KL,(x)=4,L,(2), K,L,(z2) =0, 


so wird K,(xz) eine beschränkte quadratische Form, die außer =0 keinen 
einzigen Eigenwert mehr hat. Dann und nur dann, wenn Ä,(z) identisch 
verschwindet, bilden, wie man leicht sieht, diese Z,, L,,... ein „vollständiges“ 
Orthogonalsystem im früher (S. 220) definierten Sinne. 
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Indem man X,=0 annimmt, kann man gemäß der Darstellung (7.) 
sofort Beispiele quadratischer Formen bilden, die eine ganz beliebige, nur 
innerhalb endlicher Grenzen gelegene abzählbare Menge reeller -Werte },, 
Roy... 2u Eigenwerten haben; man braucht unter Verwendung irgendeines 
vollständigen Orthogonalsystems, beispielsweise des einfachsten möglichen 
L,(z2)=z,, nur zu setzen: 


K(2)=4L(2® +2,L(2)” +. - = hatte. 


Beispielsweise können die A, die Menge aller rationalen Punkte eines end- 
lichen Intervalles sein, wobei jeder Punkt noch beliebig vielfach verwendet 
werden kann. 


Kapitel II. 


Untersuchung des Streckenspektrums. 
83. 
Formen ohne Punktspektrum. 


Wir haben uns nunmehr mit der Untersuchung der Restform X, (x) 
zu beschäftigen, und ich führe zunächst als einfaches Beispiel*) für eine 
solche beschränkte nicht identisch verschwindende Form ohne einen einzigen 
Eigenwert die Form an: 


K(x)=,% +90, +. 


Man kann nämlich die zugehörigen Gleichungen 


1 
5-1 + %41) A, = (=2,3,...) 


sofort sukzessive auflösen und erkennt leicht, daß im Falle |A/>1 die 





*) Siehe Hilbert IV, S. 208. 
Journal für Mathematik Bd. 136. Heft 3/4. 











332 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen. 


sich so ergebenden z,,&%;,... Immer größer werden und daher keine kon- 
vergente Quadratsumme haben können. Ist aber |A|<<1, so setze 


man etwa: 


A=cost und z,=esint, 
und findet dann nach bekannten trigonometrischen Formeln 


%=2cost.c-sint=csin2t, 


%=2cost-c- sin 2!—csint=csinß3t, 


und schließlich allgemein: 


T, = 6 sın pt; (v=1,2,...) 


aus dieser Darstellung ergibt sich leicht, daß 2 x, stets divergiert. 
p 


Man bemerkt nun jedoch, daß diese x, eine andere Konvergenz- 
bedingung erfüllen, die einen verwandten und doch wesentlich verschiedenen 
Charakter hat; es ist nämlich eine bekannte Eigenschaft der trigonometri- 
schen Funktionen wie überhaupt jedes Orthogonalsystems, daß die Quadrat- 
summe ihrer Integrale 


z(/ sin pt dt) 


() 'o 


konvergiert. Dies gibt den Anlaß, auch allgemein nunmehr solche Lösungen 
ı(#),f3(A),... der homogenen Gleichungen 


(q) 


(1.) Zkup A) hp, (k) P=1,2,...) 


als Funktionen des kontinuierlich veränderlichen Parameters A zu suchen, für 
die lediglich die Quadratsumme der Integrale nach 4 


2 
(2.) &(/ 94a) 
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konvergiert; man wird in ihnen einen Ersatz für die event. fehlenden Eigen- 
formen, bzw. in der Gesamtheit der Werte 4, für die solche Lösungen 
existieren, einen Ersatz für die Eigenwerte vermuten dürfen. Dazu wäre 
zunächst nötig, daß jene Bedingung orthogonalen Transformationen gegen- 
über invariant ist, d.h. daß mit den y,(4) auch die durch eine orthogonale 
Transformation aus ihnen hervorgehenden Funktionen 


3.) v,())=20,%,(%): 


(9) 


die gleiche Eigenschaft haben. Hier tritt sofort eine charakteristische 


Schwierigkeit auf. Da = ph) im allgemeinen nicht konvergiert, und die 
q 


Größen 0,1, 0,g,... einer Zeile des orthogonalen Schemas schließlich will- 
kürliche Größen von nur konvergenter Quadratsumme sind, so wird die 
Reihe für y, im allgemeinen gar nicht konvergieren und auch an den 
Stellen, wo sie etwa konvergiert, keine im gewöhnlichen Sinne integrierbare 
Funktion darstellen. Wohl aber folgt, falls die Reihen (3.) etwa gleich- 


A 


2 
mäßig konvergieren, unmittelbar, daß die Größen, / y,())dA ausden/ y,(A)dA 
0 0 


— d. s. Größen von konvergenter Quadratsumme — durch die gleiche 
orthogonale Transformation (3.) entstehen, und daß daher ihre Quadrat- 
summe tatsächlich konvergiert. Man könnte freilich versuchen, auch im 
allgemeinen Falle mit dem Lebesgueschen Integralbegriff auszukommen, 
jedoch würden auch da noch wesentliche Schwierigkeiten offen bleiben, 
und vor allem würden kompliziertere Untersuchungen über Entwicklung 
nach trigonometrischen und allgemeineren Orthogonalfunktionen nötig werden, 
wie sie dem Wesen des hier behandelten Problems durchaus nicht ge- 
mäß sınd. 

Man kann aber allen diesen Unzuträglichkeiten aus dem Wege 
gehen, wenn man in konsequenter Weise ausschließlich die Integrale der 
bisher genannten Lösungen „,(A) betrachtet, wobei sich dann einige ein- 
fache und für die vorliegenden Zwecke sehr bequem zu handhabende Ver- 
allgemeinerungen des Integralbegrifies als zweckmäßig ergeben werden. 
Wir werden nämlich statt der Gleichungen (1.) die durch gliedweise Inte- 
gration aus ihnen entstehenden Gleichungen 


31* 
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4 ” 
(4.) ZEr,S plä)da= S 1p,(4) da 0-12...) 
(9 0 


0 


betrachten; durch eine leichte Umformung der rechten Seiten wird es 
gelingen, sie allein als Bedingungen für die Integralfunktionen 


2 
(5.) (= S g(a)di 


zu schreiben, und wir haben dann in ihnen Gleichungen für diese Funk- 
tionen, die unter der Bedingung der Konvergenz von = 0,(4)” zu lösen sind. 


Die hierin liegende Verschiebung der Fragestellung ist berechtigt, da es 
ja in erster Linie nicht auf die Lösungen der Gleichungen (1.) ankommt, 
sondern auf die Wertintervalle A, in denen solche nicht identisch ver- 
schwindende Lösungen 9,(4) bzw. nicht durchweg konstante _,(A) mög- 
lich sind; sie ist aber auch nützlich, da wir es nun statt mit den möglicher- 
weise äußerst unstetigen Funktionen ,(4) mit stetigen Funktionen o,(}.), 
die sogar von beschränkter Schwankung sind, zu tun haben werden. 
Überdies ließe sich zeigen, daß man stets nachträglich unter Verwendung 
der Lebesgueschen Begriffe leicht zu den Differentialquotienten p,(A) der 
gefundenen o,(A) übergehen kann, und zwar erfüllen diese dann — wie sich 
leicht ergibt — die Gleichungen (1.) im Sinne der „Äquivalenz“ oder 
„mittleren Konvergenz‘‘*) d. h. das Integral des Quadrates des Restes der 
links stehenden Reihen konvergiert gegen Null. 

Ich will nun zunächst, bevor wir diesen Gedankengang durchführen, 
einige dabei notwendige eigenartige Integrationsprozesse nebst ihren ein- 
fachen Eigenschaften kurz ohne Beweis zusammenstellen, so wie ich sie 
bereits in meiner Dissertation**) benutzt habe. 


$ 4. 
Hilfssätze über gewisse Integrale. 
Eine Funktion o(A) einer reellen Variablen A nenne ich, wie üblich, 
monoton wachsend oder kurzweg monoton, wenn für A, >A, stets o(4,)>o(},) 





*) E. Fischer, „Sur la convergence en moyenne“. C.R.de l’Acad. des Sciences. 


Paris, T. 144 (1907), S. 1022. 
**) Siehe besonders $ 5 (S. 25-31). 
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ist (streckenweises Konstantbleiben ist also nicht ausgeschlossen). Die 
Differenz zweier monotoner Funktionen g; (A) — 0, (A) = / (A) heißt nach Herrn 
C. Jordan*) eine Funktion von beschränkter Schwankung (a variation bornee); 
sie hat die charakteristische Eigenschaft, daß die für jede beliebige Ein- 
teilung eines Intervalles a<{A<Zb durch endlichviele Punkte 4,=a, 
hyydayeeodnı, u=b gebildete Summe der Beträge der Zuwächse von Punkt 


zu Punkt: 


Z1440)|= EM) Mi) 


unter einer festen von der Wahl der Einteilung unabhängigen Grenze bleibt. 
Ist f(x) obendrein noch stetig, so hat diese Summe für jede Folge solcher 
Teilungen, deren größtes Intervall gegen Null konvergiert — d. h. genau 
bei dem das gewöhnliche Integral definierenden Grenzprozeß — einen wohl- 
bestimmten von der speziell verwendeten Teilungsfolge unabhängigen Grenz- 
wert, den man passend durch 


1.) Saw L Zi) 


a 


bezeichnet und Gesumtschwankung von f(x) wm Intervall (a,b) nennt; er 
ist eine stetige Funktion der oberen Grenze b**). 

Ist nun w(A) irgend eine weitere stetige endliche Funktion und wählt 
man bei dem beschriebenen Grenzprozeß in jedem Intervalle 4, , <i<A}, 
irgendeinen Wert u, dieser Funktion, so folgt aus der Existenz von (1.) 
unmittelbar auch die Existenz des folgenden ım gleichen Sinne zu 
verstehenden integralartigen Grenzwertes ***): 


(2.) LZwal)=/ uadfl); 


*) Cours d’analyse. 2. &d. (Paris 1893), S. 54ff. 

**) Beweis bei Lebesgue, Lecons sur l’integration, (Paris 1904), S. 52ff. 

***) Solche Integrale wurden bei verwandten Untersuchungen schon früher be- 
nutzt, besonders von Streltjes, „Recherches sur les fractions continues“. (Annales de 
la Facult& des Sciences de Toulouse T. VIII (1894) = M&m. pres. par div. sav. & l’Acad. 
des Sciences. Paris. T. XXXII. No. 2.) 
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er stellt eine stetige Funktion beschränkter Schwankung der oberen Grenze 
dar. Ist u(A) selbst gleichfalls von beschränkter EEE, so folgt 
leicht die Formel der ‚„Produktintegration‘“: 


b 


(3.) S uta) apa) =Tua) HP —S Ha)dua). 


a 


Ist von f(A) nur Stetigkeit bekannt, so kann diese Formel zur Definition 
des linken Integrales dienen. 

Ist speziell in einem ganzen Intervalle u(A)>m>>0, so leitet man 
aus (2.) oder (3.) ohne wesentliche Schwierigkeit die Umkehrungsformel her: 


. 7 “a F(0) _ F() F(4) du(}) 
(4.) fA)—f (@) -/ u (A) Gi ua) 7 + u(4)? ’ 


wo F(ü)= S uidla). 


a 


Übrigens kann man jedes Integral (2.) als Differenz zweier ge- 
wöhnlicher Integrale entsprechend der Zerlegung von f(A) in die Differenz 
zweier monotoner Funktionen o(4) darstellen. Denn die Inverse A=4(e) 


besitzt höchstens abzählbar unendlichviele (den Konstanzintervallen von o(A) 
e(b) 
entsprechende) Unstetigkeitsstellen; daher existiert Sa (A(o))doe im ge- 
e(a) 


wöhnlichen Sınne und ist offenbar gleich _ VAT. )de(}). 


Wesentlich über den Rahmen Eu Begriffe hinaus geht jedoch 
ein weiterer zuerst in meiner Dissertation aufgestellter entegralartiger Grenz- 
prozeß, den wir im folgenden brauchen werden. Es seien g(A),A(A), h,(A) 
monotone, endliche und stetige Funktionen, und f(A),f,(4) zwei weitere 
Funktionen, für deren Zuwächse in einem jeden betrachteten Teilintervalle 


4 die Ungleichungen 


(5.) (dN<AgAh, (A <IgAh, 
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gelten. Dann *) ist f(4) notwendig stetig und von beschränkter Schwankung, 
und es existieren für jede Folge von Teilungen des Intervalles (a,b) in 
eine wachsende Anzahl gleichmäßig immer kleiner werdender Intervalle 
AI1,...4, — d.h. wiederum genau bei dem das gewöhnliche Integral de- 
finierenden Grenzprozesse — die wohlbestimmten, von der speziell ver- 
wendeten Teilungsfolge unabhängigen Grenzwerte (‚Integrale‘): 


 (Af(A)) SA 
5a, > 
en PA w Ag()) -f dg (dh 
h nf) Arfı (2) " df(a) af, (A) 
t u un 
u BR 99 3 1 Ann ad 


Dabei sind event. Konstanzintervalle 4,9=0, in denen wegen (5.) auch 
I,f=0 ist, nicht zu berücksichtigen. Diese Integrale sind nun als Funk- 
tionen der oberen Grenze stetig und sogar von beschränkter Schwankung, 
und es gelten die Ungleichungen: 


FO — FE — 
(62, ) Fr er </ u) = 6) h (a), 


CHE rar — <f ur N < (h)-h(a)) (hı Ale). 


Setzt man an Stelle von (5.) nur voraus, daß die Summen (5#.) sämtlich 
unter einer endlichen Grenze bleiben, so kann man das Integral (5%) als 
ihren Limes superior definieren; man kann jedoch — falls nur f(A) und 
g(k) stetig sind — leicht zeigen, daß auch dann das Integral genau im 


oben angeführten Sinne als eigentlicher Grenzwert und mit genau den 
gleichen Eigenschaften existiert **). 


*) Siehe Dissert. S. 27—29. 

**) Zum Beweise bemerke man, daß der Limes superior jedenfalls eine monotone 
Funktion h(b) der oberen Grenze darstellt, für die (4? < Ag Ah gilt; bildet man 
nun durch Subtraktion der (höchstens abzählbar unendlichvielen) Sprünge aus h (A) eine 
stetige Funktion h,(A), so folgt durch einfache Abschätzungen auf Grund der Schwarz- 
schen Ungleichung, daß auch (Af’ < AgAh, ist, d. h. die Bedingung (5.) ist tat- 
sächlich erfüllt. 
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Durch Kombination der Begriffe (2.) und (5.) erhält man weiterhin 
die Existenz der Grenzwerte *) 








n  AafW)AahM LS df (4) dfı (A) 
U -/ ug) 





b A 
-/ uü)d aD 


Endlich sei noch die Bemerkung nachgetragen, daß, falls die 
Funktionen f, g,... stetig differenzierbar sind, die Integrale (2.), (3.), (5.), 
(7.) in unmittelbar ersichtlicher Weise in gewöhnliche Integrale der Diffe- 
rentialquotienten dieser Funktionen bzw. von Produkten oder Quotienten 
aus Ihnen übergehen. 

Wir werden diese Begriffe in der Folge besonders in ganz be- 
stimmtem Zusammenhange anzuwenden haben. Es seien 0,(4), 0(A),... 
stetige Funktionen, derart daß < 0, (A)” konvergiert und eine stetige, endliche 


Funktion von 4 darstellt. Dann konvergiert die beschränkte Linearform 


(8.) P(k2)=20,(4)2, 


für jedes Wertsystem der x, von konvergenter Quadratsumme gleichmäßig 
in A ($1, 8. 215) und stellt daher eine stetige Funktion dar, deren Integral 
durch gliedweise Integration gewonnen werden kann; für jede Funktion 
u(A) von beschränkter Schwankung folgt daher 


SP; z)du (4) =27, Fi (A)du (A), 


oder durch Anwendung von (3.): 





*) Siehe Dissert. S. 60. 
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(9.) S uayarcı; z)= x2,/ u()) do,(}), 


a (p) a 


und das eine wie das andere Integral stellt offenbar eine beschränkte 
Linearform dar. 
Wir fügen nun die Annahme hinzu, daß — unter 0, (4) eine bestimmte 


j . IP (A: x))? 
monotone Funktion verstanden — die Integrale F ( 7 G n existieren 
0 


und für alle der Ungleichung 2 nn sinne Wertsysteme unterhalb 
„Zu Ze 


b 
. - . . nd .. . 2 ” * * 
1 bleiben. Ist dann / (A) irgendeine Funktion, für die, z existiert, so ist stets 
df(A) AP (A: ») " df(3). de, (}) 
10. = 58 — 
KR) [ do, (4) (p) JS dos (A) 


eine beschränkte Linearform der %. 


valles (a,b) in n Teile 4,,...4, ist jedenfalls 


Denn für eine Einteilung des Inter- 


2,1) AP (A: " Af() Are, (A) 


103, >; = 22 & 
) den1 A; 09 (4) , (p) ' i=1 Ai0o (A) 
.b If: „b Ip: 1 db df 1 
i df® ?:\2 :\2 
eine beschränkte, nach (6.) unterhalb / / / _ / 
E do, „ doo „do 


bleibende Form der x,; also muß die Quadratsumme der Koeffizienten unter- 


b 
halb Fi; En bleiben. Da nun obendrein bei gleichmäßiger Verkleinerung 


der Teilintervalle für jedes p 


L ZW her ()) _ f df(2) de» (A) 
1 A (A) do, (A) 





A;=0 


n=n 


existiert, so kann für jedes feste Wertsystem der x, nach (3.) des $1 der 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 32 
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Grenzwert der rechten Seite von (102.) gliedweise gebildet werden, womit 


tatsächlich (10.) folgt. 
Mit Hilfe von (9.) und (7.) folgt aus (10.) unmittelbar 


„, df(A 3: x » Br do-fA 


ii 


durch zweimalige Anwendung dieser Formel ergibt sich, daß 


b b 
si „’ de» (A) do,(}) 
a TE En; 


eine beschränkte quadratische Form der x, darstellt, für die die zugehörige 
Bilinearform bzw. die Faltung mit einer Linearform Z (x) gegeben ist durch 


» — —  dPü:a)dP(A: rg kl: x) d(P(}). L 
(122.) / u(k) u bzw. 4 u(h) = a N), 


$ 5. 
Eigenschaften der Differentiallösungen. 

Mit diesen Hilismitteln knüpfen wir nun an die Fragestellung des 
$ 3 an. Wir fragen nach solchen abzählbar wunendlichvielen stetigen 
Funktionen 0,(A), @;(k),... des reellen Parameters A, für deren Zuwächse 
40, =0,(%)-—0,(k,) In jedem Intervalle 4=(4,,4,) die unendlichvielen 


Gleichungen 


(1.) kn 49(M)— JS hdo,(h)=0 D=1,2,...) 


bestehen, und deren Quadratsumme obendrein gegen eine stetige endliche 
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Funktion von 4 komwergiert: 
(2.) (=): 


Das entspricht tatsächlich genau den Gleichungen (4.), (5.) des $ 3, denn 
dep _ 
dA 

Bemerkung von S. 238 genau in (4.) über. Natürlich ist dadurch jedes 


wenn p,(4) speziell als stetige Funktion existiert, geht (1.) nach der 


0,(4) höchstens bis auf eine willkürliche additive Konstante bestimmt, die 
wir etwa so normieren können, daß für =0 alle o,()) verschwinden. 

Nun ergibt sich leicht, daß die Intervalle 4 der 4-Achse, in denen 
die Lösungen Jo, von (1.) nicht sämtlich verschwinden, einen orthogonal 
invarianten Charakter haben. Denn multiplizieren wir die Gleichungen (1.) mit 
Variablen x, von konvergenter Quadratsumme, summieren über p und 
führen wieder die beschränkten Linearformen 


(3.) P(1;2)= 20,(4)2,, JP(;2)= 2 4o,(i)z 


(p) (p) 


ein, so folgt unter Berücksichtigung von (9.) des $4 und unter Benutzung 
der Faltungssymbole des $1 (9. 216): 


(4.) KAP (i;2)— [idP(i;2)=0. 
(MN) 


Aus der Kovarianz des Faltungsprozesses bei orthogonaler Trans- 
formation ($1, (13.)) folgt nun unmittelbar, daß für eine orthogonal trans- 
formierte Form K’(x’) die Koeffizienten o, der durch die gleiche Trans- 
formation aus P(4;x) hervorgehenden Form P’(4;x’) Lösungen der ent- 


sprechenden Gleichungen sind; da wegen der Orthogonalität der Trans- 


2 —_ 


formation jedenfalls 2 405= 3 4e, ist, so unterliegen sie der gleichen 


() @ 
Konvergenzbedingung (2.) und verschwinden dann und nur dann für ein 


Intervall 4 sämtlich, wenn alle 4o,=0 sind. 


32* 


= 
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Es erweist sich nun bequem, statt von dem System der Zuwächse 
4o,(4) bzw. der Linearformen 4P(};x) für alle möglichen Intervalle 4 
der 4-Achse symbolisch von den ‚Differentialen“‘ de,(k) bzw. den 
„linearen Differentialformen“ dP(n)=2 do,(4)x, zu sprechen*), die wir 


beschränkt nennen, insofern die Konvergenzbedingung (2.) erfüllt ist. Dem- 
gemäß schreiben wir an Stelle von (1.) und (4.) 


(1.) — k,do, (A)—4do,()=0, (p=1,2,...) 
(4’.) KdP ();2)—AdP(i;2)=0, 


und sagen kurz, die Differentiale do,(A) genügen den gewöhnlichen homogenen 
zu K—AE gehörigen Gleichungen, bzw. die Differentialform dP(A;x) vst 
eine zum Werte 4 gehörige ‚‚Eigendifferentialform‘“ von K (x); natürlich soll 
das lediglich ein kurzer Ausdruck für den durch (1.) bzw. (4.) dargestellten 
Sachverhalt sein; denn ım allgemeinen braucht ja der Differentialquotient 


do, „„ ap 
a2 EEE 


eben nur die integrierten Gleichungen (1.) (vgl. $3). Wir sagen, daß 


nicht zu existieren, und einen eigentlichen Sinn haben 


dP(i;x) an einer Stelle A identisch verschwindet, wenn für jedes sie ein- 
schließende Intervall 4P(4;x2) identisch verschwindet. Dann ergeben 
unsere bisherigen Betrachtungen offenbar, daß die Gesamtheit der Stellen, 
für die K(x) nicht vdentisch verschwindende beschränkte Eigendifferentidl- 
formen besitzt, allen orthogonalen Transformationen gegenüber invarvant ist; 
diese Punktmenge, die, wie sich zeigen wird, die Mächtigkeit des Kontinuums 
besitzt, heißt nach Herrn Hubert, der ihre Existenz zuerst nachgewiesen 
hat**), Streckenspektrum oder kontinuverliches Spektrum der Form K. 

Wir leiten nun die fundamentale Eigenschaft der Eigendifferentval- 
formen her, die der Orthogonalität der zu verschiedenen Eigenwerten ge- 
hörigen Eigenformen entspricht***). Wir betrachten die zwei getrennt 


*) Vgl. meine Dissertat. S. 21, 74. 
**) Hilbert IV, S. 172. 
***), Einen analogen Beweis gibt Herr Weyl (Math. Ann. 66, S. 296) gelegentlich 
der Übertragung des bereits in meiner Dissertation aufgestellten Begriffs der Differen- 
tiallösungen auf Integralgleichungen. 








Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen. 943 


liegenden Intervalle (0,4,) und (u,, #,) des Streckenspektrums: 
O<—A,<u, <u,, 


für die die Gleichungsysteme gelten: 


* r 4 e a 
— k0,(kı)= f .do,(R), (p=1,2,...) 
0 
„Ur 
hy, 10, (u) —e,(4ı)) 7 / udo,(u) 5 (p=1,2,... 


Ur 


Indem wir sie mit o,(#,)—o,(u,)} bzw. o,(4,) multiplizieren und 
über p summieren, erhalten wir wegen der Symmetrie von K (die Ver- 
tauschung der Summationsfolge links ist erlaubt, da die o, Wertsysteme 


von konvergenter Quadratsumme sind): 


ki »Ha 
= le, (u,)—e, (1)! F .do,(}.) = = 0,4) J. udo,(u). 


(p) ; n 


Führen wir nun die Faltung der beiden Formen P(}; x), P(u;x) ein: 


— 
ot 
u 


20,(4)o,(u)=E(}, u), 


(p) 


so geht die letzte Gleichung nach (9.) des $4 über in 


(6.) S rd, jeir,w)—Elr, m)} = ud,Eli,,u), 


0 4 


wo der Index am Differentiationszeichen die Variable anzeigt, nach der 
integriert werden soll. Nach (3.) des $4 und unter Benutzung des ge- 
wöhnlichen Mittelwertsatzes der Integralrechnung können wir die rechte 
Seite umformen in 
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u? 


M,E(k,, u)— u,E(A,, a h E(4,, u) du 


#ı 


Ze ; IE(h,, u,)—E (Ai, “;)) ” (1, — u,) \E(Aı, u,)—E(A,, u)}, 
wo u einen Wert zwischen u, und u, bezeichnet. Damit geht (6.) über in 


rhı cc. [ E(A, u) —E (A, 1) | 


4 /. 


=E(A,,u)—E(A,, 4), 


und hieraus folgt, da im ganzen Integrationsintervalle 0<4A<{4, der Faktor 
uU; —k > U; —A, >O bleibt, nach (4.) des $4: 





7) EA d—E um) _ [ ALERM)- ER, m) 








Me u} v Ha—4 
_ E(d,,#)—E (A, 44) E f\ E(A,u)—E (A, u) dA 
Us—4ı rn (u,— A)? 


Nun führt eine einfache Abschätzung zum Ziele. Es ist nämlich nach 


der Schwarzschen Ungleichung: 


IE(k,u)—E(A, u) <E(R) 2 lo, (u) —e,(uı))’; 


aus der Tatsache, daß jedes einzelne o,(«) und = 0, (u)” stetige Funktionen 
p 


von . sind, folgert man ganz leicht, daß der zweite Faktor rechts beliebig 
klein wird, wenn w gegen ı, konvergiert, und daher wird dann auch 
E(A, u)—E(4, u,) unabhängig von 4 beliebig klein. Also folgt aus (7.), 


da u gleichzeitig mit «, gegen u, konvergiert und og stets unterhalb 
u 


einer endlichen Grenze bleibt: 





l. E (A], 45) mE (Aı. 1,) al 0; 


Ms Hi 


Mm u, 
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mit andern Worten, die Funktion E(},, u) von «# besitzt an jeder Stelle 
u, >, die Ableitung O0 nach u, d. h. sie hat für alle diese Stellen bei 
festem A, denselben von u, unabhängigen Wert; da sie aber gewiß auch 
noch an der Stelle «=4, eine stetige Funktion von « darstellt, ist dieser 
Wert gleich E(A,,4,). Wir haben also schließlich, da auch A, eine will- 
kürliche Stelle war, unter Berücksichtigung von (2.): 


(8.) E(i,u)=Zo,(})o,(u)=Z&o,(})=o,(4) für u>i. 


(p) (p) 


Um die hiermit gewonnene charakteristische Eigenschaft übersicht- 
licher auszudrücken, schließen wir aus ihr zunächst für die Zuwächse 
4,0,(4) in irgendeinem Intervalle 4, <4<u;: 


(84. ) 2 (4,0,) = 10, u,) — 0, (A) = 09 (u) — 29 (4) + 90 (A) = Aıon. 


(p) 


Ist ferner I,(1,<A<Zu,) ein zweites ganz oberhalb 4, liegendes Intervall 


- 


(u,<£A,), so folgt ähnlich: 


Bezeichnen wir endlich mit 4,,4, zwei ganz beliebige Intervalle und mit 
Aa. Ihren gemeinsamen Teil, so erhalten wir aus (8%) und (8b.) unmittel- 
bar durch entsprechende Zerlegung der Differenzen 4,0,, 4,0,: 


(9.) = 4,0, 420, = (AP, I,P)= JIua,20: 


(?) 


wobei A,9%=0 ist, wenn 4,,4, keinen Teil gemein haben. Hierin sind 
offenbar (8.), (8%.), (8b.) als Spezialfälle enthalten, und der bequemste 
Ausdruck der charakteristischen Eigenschaft ist damit gefunden. 
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Wir können (9.) als Eigenschaft der durch (4.) definierten Linear- 
formen AP(};z) so aussprechen: Die zu zwei getrennt liegenden Intervallen 
4,,4, gehörigen (4.) genügenden Formen sind orthogonal, indessen sind sie 
so normiert, daß die Quadratsumme ihrer Koeffizienten nicht gleich 1, 
sondern gleich der zugehörigen Differenz der Funktion g,(A) ist: 


(9*.) (4,P,4,P)= 4,0. 


Mit der oben eingeführten symbolischen Sprechweise werden wir das kürzer 
als Eigenschaften der ‚„Diiferentialfiormen‘‘ dP (A;x) ausdrücken: 


(10.) (dPa).ar()=| hing. 


do,(}), wenn i=u, 


und werden demgemäß das System der Differentialformen dP(A;x) ein 
System orthogonaler Differentialformen sowie die für ihre Normierung maß- 
gebende Funktion o,(A) seine Basisfunktion nennen. Unser Resultat ist 
dann, daß die zu den verschiedenen Stellen des Streckenspektrums gehörigen 
Eigendifferentialformen einer beschränkten quadratischen Form zueinander 
orthogonal sind. 

Wir können im Anschluß hieran leicht zeigen, daß das Strecken- 
spektrum notwendig ganz im Endlichen und zwar zwischen Maximum und 
Minimum von K(x) gelegen ist — genau wie es für das Punktspektrum 

galt. Denn multiplizieren wir etwa die Gleichungen (1.) mit 4o,(4) und 
summieren über 9, so folgt unter Berücksichtigung von (9.) des $4 aus 
der Orthogönalitätseigenschaft (da A, <A<A,): 


4 


: hz 
2 6,49,44=/ 1d, 2 0,(4)49,()= / ,do,(k). 
h, 


(p,q 1, 


Nun steht links der Wert der quadratischen Form K (x) für die Variablen 
z,— 40,(4), deren Quadratsumme 40, ist; die rechte Seite ist wegen 
der Monotonie von o,(A) gleich einem Mittelwerte A im Intervalle (A,, A,) 
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multipliziert mitt 40, = &(40,). Also nimmt die Form K (x) unter der 
Nebenbedingung F32,—=1 den Wert 4 an und kommt daher, da wir 4 
beliebig klein nehmen können, jedem Werte im Streckenspektrum beliebig 
nahe; damit ist wegen der Beschränktheit von X die Behauptung bewiesen. 
— Ähnlich könnte man nun übrigens noch direkt zeigen, daß ein Strecken- 
spektrum aus komplexen Werten nicht auftreten kann. 


Wir müssen nun zunächst einige Hilisbetrachtungen einschalten: 


8 6. 


Systeme orthogonaler linearer Differentialformen. 


Ich bemerke zunächst, daß die sämtlichen Koeffizienten o,(A) 
bzw. do,(A) unseres Systems ebenso ein zweidimensionales (von 2 Vari- 
ablen p,A abhängiges) Schema darstellen, wie die Koeffizienten /,, der 
früher betrachteten Systeme abzählbar unendlichvieler normierter Ortho- 
gonalformen Z,(z). Nur durchläuft jetzt der eine Index A einen konti- 
nuierlichen Wertevorrat — einen Teil der reellen Achse —, während vorher 
beide Indizes gleichmäßig die abzählbare Reihe der ganzen Zahlen durch- 
liefen. Im Grunde ist diese Abweichung aber nur eine scheinbare, da für 
jedes p die kontinuierlich vielen Werte o,(4) eine stetige Funktion von 4 
bilden sollen und daher bereits durch abzählbar viele Angaben bestimmt 
sind. Infolgedessen werden wir tatsächlich Resultate erhalten, die den 
für jene abzählbaren Systeme geltenden Sätzen ganz analog sind. 

Aus der unser System definierenden Relation 


(1.) | (4ıP, 4P)= 3 4,9,420p = Iu,200 


schließen wir zunächst, wenn 4, = 4, ist, daß stets 4, >00, d. h. daß die 
Basısfunktion notwendig monoton vst; ferner folgt, daß in sämtlichen Konstanz- 
intervallen von g,(4) sämtliche o,(4) konstant d. h. sämtliche 4P(A; x) 
identisch Null sind. Die Gesamtheit der Stellen, an denen die Differential- 
formen dP(A; x) (im Sinne von S. 242) nicht identisch verschwinden, d. h. 
das ihnen zugehörige Streckenspektrum, ist also identisch mit der perfekten 
Punktmenge, die von der reellen A-Achse nach Abzug der inneren Punkte der 
Journal für Mathematik Bd. 136. Heft 3/4. 33 








Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen. 


248 
höchstens abzählbar unendlichvielen Konstanzintervalle von g,(A) übrig 
bleibt; sie hat als solche notwendig die Mächtigkeit des Kontinuums. 

Wir bilden jetzt aus unseren orthogonalen Differentialformen das, 
was der Quadratsumme beschränkter Orthogonalformen analog ist. Sind 
4I,... 4, irgend n getrennte Teile eines Intervalles (a,b) der A-Achse, so 


sınd dıe n Formen 


A P(k; x) ‚ A (4) ” d=1,2,...n) 


Y A; 00 (A) (r) y Ai Oo (A) R 


wegen (1.) n orthogonale normierte beschränkte Linearformen. Also ist 


nach einem bekannten Satze ($1, (11.)) ihre Quadratsumme: 


Da das für alle Teilungen des Intervalles (a,b) gilt, und die obere Grenze 
> x}; von der Wahl der Teilung unabhängig ist, folgt aus $ 4 (8. 237) in 


—— 2 


(») 
dem dort definierten Sinne die Existenz des Integrales: 


b b 

(dP(A; x) de, (A) de, (A) 2 

h) (& 2 Op \A) aQg\R) 
ae J do, (A) A do, (A) 77 


das zudem nach (12.) des $4 eine beschränkte quadratische Form der z, 


darstellt. 
Nachdem so die Existenz dieser Integrale garantiert ist, verstehen 


b 12 
hu existiert; dann 


wir unter / eine beliebige Funktion, für die nur Zu 
Id 


folgt aus (10.) des $ 4, wenn wir darin für x, die Werte g,(%,) an irgendeiner 


Stelle A, des Intervalles (a,b) setzen: 


„sdf(A) US 0n(Men(hı)i 


"afa)de,(A) 
LSP A >: nt Alben = ummen. 


(3.) 20, 


(p) 
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da nach (1.) = 0(4)0, (A,) gleich 0,(A) bzw. 0,(A,) ist, je nachdem A<A, 
pP 


oder 4>4A, ist. Wir können diese offenbar absolut und gleichmäßig kon- 
vergente Reihe als Entwicklung von f(A,) nach den Funktionen o,(A) 
bezeichnen. — Bedeutet f,(A) eine zweite gleichartige Funktion wie (A), so 


"dfıde, 


wenden wir wiederholt die Formel (10.) des $4 an, indem wir @,—_ [ Nr 


da 


und daher nach (3.) P(4;x)=f,(4) setzen; wir finden dann: 





b b 
AfA) dep) Kap) de,(A) _ Sara) afıa) 
Mr; IR) A = zu 


(4.) 
Diese Formel ist der Orthogonalitätseigenschaft (1.) völlig äquivalent, und 
zwar ergibt sich (1.) sofort aus ihr, wenn wir f(A) in 4,, fı(4) in 4, 
gleich 0,(4), und f(A) außerhalb 4, sowie f,(A) außerhalb 4, konstant 
setzen. 

Man kann nun zu jeder beliebig, nur als monotone stetige Funktion 
gegebenen Basis 0, (A) ein solches System orthogonaler Differentialformen leicht 
bilden. Es sei der Bequemlichkeit halber e,(@) = 0, o,(b) = 1 angenommen, 
was keine wesentliche Einschränkung ist, und es mögen die stetigen 
Funktionen 9, (t), Y; (t),... ein sog. „vollständiges Funktionensystem‘ für 
das Intervall 0<:<Z1 bilden, d. h. es bestehe für je zwei willkürliche 
nur abteilungsweise stetige Funktionen «(t),v(t) die Relation: 


1 


(5.) z/ «wo ) p, (t af oc t)p,(t ()dt=/ u u(t)v(t)dt. 


0 


Solche Systeme kann man leicht bilden*); ein einfachstes Beispiel sind be- 


kanntlich die trigonometrischen Funktionen p,(t)=V2sin np. Dann stellen 
die Funktionen 


AO) 
(5°.) 9,(4) = p,(t) dt 


0 





*) Vgl. etwa Hilbert V, S. 442ff. 


33” 
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die Koeffizienten eines Systemes orthogonaler Differentialformen dar; denn 
setzen wir u(£)=u(g,(A)) gleich 1, wenn A in 4, variiert, sonst aber gleich 
0, und ebenso v(t) =v(e,(A)) gleich 1, wenn A in 4, variiert und sonst 
gleich 0, so geht (5.) unmittelbar in die definierende Relation (1.) über. 

Man wird ein System linearer Differentialformen vollständig nennen, 
wenn die Ungleichung (2.) für alle x als Gleichung erfüllt ist: 





b b 
| (Pl; _ se de, (Ada, (A) _ 5 _|P (P#g) 
(6 deo (A) -.r ua r de, (A) u 1 (?=gq). 


Das soeben konstruierte besondere System wird auch vollständig, wenn 
man den g, noch die Relationen: 


‚ 0 
(7.) $ Od, 


auferlegt; denn aus (5%) ergibt sich unmittelbar nach dem Mittelwertsatz, 
daß die verallgemeinerten Integrale (6.) diesen gewöhnlichen Integralen 
gleich sind. 

Man nennt gewöhnlich die Gleichungen (5.) die Vollständigkeits-, 
(7.) die Orthogonalitätsrelationen, also gerade umgekehrt als die Benennung, 
zu der wir hier naturgemäß geführt werden. Man denkt sich nämlich 
dabei gerade alle Werte p,(A) für einen festen Index p zu einem Indivi- 
duum, einer Funktion, zusammengezogen, während wir hier gerade alle Werte 
0,() bzw. do,(A) für eine feste Stelle A zu einem Individuum, einer 
Diiferentialfiorm, zusammenfaßten. Beides ist gleich berechtigt, ebenso wie 
man aus einem gewöhnlichen abzählbaren orthogonalen Schema (/,,) sowohl 


die Formen L, = an x,, als auch die L,=2 l,»%, bilden kann; nur ist das 
2) (q 


Resultat im vorliegenden Falle äußerlich von etwas verschiedener Form, 
da nur noch der eine Index p des Schemas abzählbar viele, der andere 
jedoch kontinuierlich viele Werte durchläuft. Jedenfalls sind aber auch 
hier Orthogonalitäts- und Vollständigkeitsrelation ihrem Wesen nach gleich- 


artige, nur in der Auffassung unterschiedene Relationen; die Erfüllung 
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der einen von ihnen zieht stets eine gewisse Ungleichung als notwendige 
Folge nach sich, die — wenn sie in eine Gleichung übergeht — die andere 
liefert. 

Wir wollen nun endlich noch gleichzeitig mehrere in demselben 
Intervalle der A-Achse definierte Systeme orthogonaler Differentialformen 
pP» (2; 2)= 2’ (h)z, mit den Basisfunktionen g$”(A) (@=1,2,...) in Be- 
tracht ziehen, die außerdem noch sämtlich untereinander orthogonal sein 


sollen, d.h. 


0 für «+/P 


B) .-. 
20% = 


(8.)  (41P®,4,PR)= 24,004 
” Inne für e=P. 


Da demgemäß die für getrennte Intervalle 4, oder verschiedene Indizes « 


‚Pe , R 
gebildeten Linearformen 7 ein System beschränkter normierter Ortho- 
0. 


gonalformen bilden, so können wir durch Wiederholung des Schlusses von 





S. 248 folgern, daß jede Summe von endlichvielen oder abzählbar 
unendlichvielen Integralen, deren jedes nach (2.) aus einem der Systeme 
P'®(3;x) gebildet ist, konvergiert und eine der folgenden Ungleichung ge- 
nügende quadratische Form darstellt: 





b 
(dP(@ (A; ))? . 
a=1,2,...7 de‘ (A) <En, 


(9.) 


Weiterhin aber können wir hieraus oder auch direkt aus dem für be- 
schränkte Orthogonalformen geltenden entsprechenden Satze ($ 1, 8. 220) 
schließen, daß es in jedem Intervalle A=(a,b) der A- Achse höchstens ab- 
zählbar wunendlichviele solche nicht vdentisch verschwindende aufeinander 
orthogonale Systeme orthogonaler Differentialformen geben kann. Denn da 
A09= 0(b)—e$”(a) jedenfalls von Null verschieden ist, hätten wir in 


(a)(}: j s . . ’ . 
neh ni sonst mehr als abzählbar unendlichviele nicht identisch verschwin- 








V Ae@ 
dende normierte beschränkte Orthogonalformen. 
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87. 
Die Integraldarstellung der quadratischen Form für das Streckenspektrum. 


Wir fahren nunmehr in den Betrachtungen von $ 5 fort, und zwar 
gestatten uns die inzwischen gewonnenen Hilfsmittel, das in $ 2 (S. 225ff.) 
bei den Punkteigenwerten eingeschlagene Verfahren ganz genau zu über- 
tragen, wenn wir uns jetzt zur Frage nach den sämtlichen in einem Inter- 
valle (a,b) möglichen Eigendifferentialformen von K(x) wenden. Es sei also 
dP®(A;x) irgend eine solche mit der Basisfunktion eo” (A): 


(a:.) K4PO (150)= / AdP® (a2), wo (4,P®, 4,P®)= 4,9; 
(A) 


so bilden wir die nach (2.) des $6 und (12.) des $4 beschränkte qua- 
dratische Form 


b I s 
. (AO; 2) 
(bu) Kua)=K a 2 nn 





Sie hat sicher dP®(A;x) nicht mehr zum Eigendifferential im Intervalle 
(a,b); denn zufolge (12%) des $4 wird für jedes Intervall 4=(A,,A,) 
innerhalb (a,b): 


b 
K,4P® (2)=KAPO(a)— / j rl i 





und da wegen der Orthogonalitätseigenschaft (P®(4), 4P®) unabhängig 
von 4 ist, wenn A außerhalb 4 variiert, andernfalls aber gleich oe” (A)—e$’(A,) 


ist, so folgt 


(c.) K,4p® (2)=KAP®(2)— / AdP® (452) =0 wegen (ä,). 
(A) | 


Nun kann allerdings X, möglicherweise noch ‚andere Eigendifferentialiormen 
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dP®(A;2) im Intervalle (a,b) besitzen, die dann ein System orthogonaler 
Differentialformen, etwa mit der Basis o%(A), bilden: 


(2..) Kı4P®(4;2)= JadP® (a2), wo  (I4,P9,.4PN = In nbh. 
M 


Falten wir diese Identität mit 4,P®(A;x), wo 4, irgendein zweites Teil- 
intervall von (a,b) ist, so verschwindet in Rücksicht auf die Symmetrie 
der Form Ä, wegen (c,.) die linke Seite identisch, und es folgt, wenn wir 
noch die rechte Seite nach (9.) des $4 umformen: 


yo Saar P® (4), 4,P®), 
(N 


Da dies für jedes Teilintervall 4 von (a,b) gelten soll, muß der Integrand 
identisch verschwinden (vgl. $4, (4.)), d. h. für je zwei Teilintervalle 
4,4, eilt: 


(AP, d, p) — 0 


Falten wir nunmehr (b,.) mit #P®, und behandeln den Integralbestandteil 
genau wie oben, so ergibt er dieser Identität zufolge Null, und unter 


Berücksichtigung von (a,.) bleibt 


[aaP® (;2)=KAP® (152), 


(A) 


d. h. dP®(A;x) gehört als Eigendifferential für das Intervall (a,b) auch zu 


der ursprünglichen Form K (x). 
Nun bilden wir weiter nach demselben Verfahren die neue be- 


schränkte Form 


(dP® (R; ;@))® | (d P® (3 ru (a pP (A; 2)? 
af ur Ku f aaa FF aaa 2 


K,(z) = 
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für die sofort ebenso 
K,AP®(i1;2)=K,4P®(i;x) = 0 


folgt. Wohl aber kann K, möglicherweise ein. weiteres System von Eigen- 
differentialformen dP®(i;x) haben, das dann notwendig auch ein zu dP® 
und dP® orthogonales Eigendifferentialsystem von K selbst für das Intervall 
(a,b) ist. 

So fortschließend erhalten wir ein ganzes System zueinander ortho- 
gonaler Eigendifferentialformen P®(A;x),-und da es deren nur abzählbar 
unendlichviele geben kann (vgl. S. 251), so muß unser Verfahren nach 
höchstens abzählbar unendlichvielen Schritten ein Ende erreichen: wir 
müssen schließlich zu einer Form 


Pa) (A:r))° 


„b 
r a (d 
1 Kia)=Kio)—z Sa 


a=]l, er a 


gelangen, die für das Intervall (a,b) kein einziges Eigendifferential mehr hat, 
während die höchstens abzählbar unendlichvielen P“ den Relationen 


(24,) KAPO (132) / AdPo(i;a), 


(M 
(2b,) K,4P® (1;2)=0, 


j für &+Pß, 
(2°.) (4,P9,4, P%)) Fu 
44,9% (A) für a=/ 


genügen; die Beschränktheit der Form (1.) folgt auch bei unendlichvielen 
P” aus der Ungleichung (9.) des $ 6. 


Es sei nun /7 (4;2)= 2 n,2, irgendein zum Intervalle (a,b) ge- 
p 


höriges System von Eigendifferentialformen von K (x): 











Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvwielen Veränderlichen. 255 
(3.) K4ll(i; 2) — JAdIT(i; 2). 
(A) 


Wir bilden nun, ganz analog ‘wie wir früher eine beschränkte Linearform 
nach einem System orthogonaler beschränkter Formen entwickelten (S. 227), 
das, was wir etwa eine „Entwicklung des Systems beschränkter Differen- 
tialformen d//(i;x) nach den orthogonalen Differentialformen dP'”(A; x)“ 
nennen können. Wir erhalten sie, indem wir die Quadratsumme dieses 


db : 
(dP@) 
Formensystemes & / - , 
(a) 7 do, 


mit 4II/T falten, was nach (124) des $ 4 


ergibt: 


”AP@ (4:2) d(Po (A), AM) 
@;, deu” (A) 


Nun müssen aber die für getrennt liegende Intervalle gebildeten Differenzen 
4,P®,4,IT orthogonal zueinander sein, da beides Differentialeigenformen 
von K sind; es war offenbar unwesentlich, daß wir beim Beweise dieses 
Satzes in $5 (S. 242ff.) für die Lösungen in beiden Intervallen denselben 
Buchstaben P verwendeten. Daher ist die Faltung (P'”(A), 4/7) wiederum 
stets von 4 unabhängig, wenn 4 außerhalb 7 varlıert, während sie inner- 
halb 4 eine gewisse stetige Funktion 0‘”(A) darstellt, die bis auf eine 
additive Konstante gleich (P/®(A), /7®(A)) ist. Nunmehr bilden wir mit 
jener so umgeformten Linearform die notwendig wiederum beschränkte 
Linearform 


AP; 2) dA) 
do,X4) i 


wo o®(A) = (P®(A), II(A)); 


(37.) AT sliz2)= AT) | 
m 


wir zeigen, daß sie notwendig identisch verschwindet. Denn zunächst 
ergibt sich durch Faltung mit K, (x) 


K,4 I, (i;x)= K,4 II (4; 8), 


Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 24 
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da die eigentlich noch additiv hinzutretenden Integrale das wegen (2b,) 
identisch verschwindende Differential von X,P®(A;x) als Faktor enthalten. 
Tragen wir nun rechts für X, den Wert (1.)ein und berücksichtigen wie soeben, 
daß d(P‘®(A), II) nur in 4 von O verschieden und gleich do'®(A) ist, 


so folgt mit Benutzung von (3.): 


KAM, ( )= fidI( Az fh. ap 2; ;2) de@R) 
(N) (ea) (A) do”) (4). 


Indem wir endlich die rechte Seite mit Hilfe von (7.) des $ 4 umformen, 
geht sie unter Berücksichtigung der leicht ersichtlichen gleichmäßigen 


Konvergenz der Reihe (3°.) einfach über in 


K,4 IT, ( - id m 1;%), 


(A) 


d. h. 4/1, wäre ein Eigendifferential der Form K, für das Intervall (a, b) 
und muß daher — unserer Annahme über Ä, nach — identisch verschwinden. 


Also folgt aus (3’.) 


ap((A; Seltncht 1H wo 0'%(2)=(P'®(i), IT(})), 


(4) 41I(ı;20)=2 Bro 


was wir, indem wir symbolisch den Übergang zu den ‚Differentialen‘“ 


AP (2;) do) 
@) deu” (A) 





dII();x2) = 


vollzogen denken, so aussprechen können: 
Jede Differentialeigenform einer quadratischen Form K(x) läßt sich 
in dieser Weise als lineares Aggregat von höchstens abzählbar unendlichvielen 


orthogonalen Differentialformen dP'(A;x) darstellen, und jedes solche mit 





für die nur 2 er konvergvert, gebildete 


willkürlichen Funktionen o'(A), Id @ 
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Aggregat stellt offenbar eine Differentiallösung dar; die P”(1;x) mögen ein 
vollständiges System zueinander orthogonaler Eigenformen für 
das betr. Intervall heißen. 

Nun können wir (a,b) auf das ganze vom Maximum und Minimum 
von K(z) (unter der Nebenbedingung - z,—=1) begrenzte Intervall aus- 


dehnen, auf das nach S. 246 das Streckenspektrum von K (x) notwendig 
beschränkt ist; dann hat die durch (1.) definierte Form K,(x) überhaupt 
kein Streckenspektrum mehr, denn eine zu einem außerhalb (a, b) gelegenen 
Intervalle gehörige Eigendifferentialform müßte auch Eigendifferential von 
K(x) selbst sein. Unser Theorem liefert also das vollständige System aller 
überhaupt zu K(x) gehörigen Eigendifferentialformen, und es besagt über- 
dies, daß jedem Teilintervalle des Streckenspektrums — genau wie jedem 
Punkteigenwert — eine gewisse höchstens abzählbar unendliche Vielfachheit 
zukommt; das gesamte Streckenspektrum entsteht also (vgl. $ 6, S. 247) 
einfach durch Überlagerung der perfekten Mengen der Stellen, in deren 
Umgebung jede der Basisfunktionen o{”(A) nicht konstant ist. Übrigens 
gestattet uns (1.), wenn wir etwa K,=0 setzen, sofort die Konstruktion 
quadratischer Formen mit beliebig gegebenem Streckenspektrum, bzw. mit 
beliebig gegebenen abzählbar unendlichvielen Basisfunktionen, da wir ja 
nach (5.) des $6 (S. 249) zu jeder von ihnen ein System orthogonaler 
Differentialformen sofort angeben können. 

Im allgemeinen kann nun aber K,(x) noch ein Punktspektrum haben, 
und, wie man leicht sieht, ist dies, von der Stelle Null abgesehen, 
identisch mit dem Punktspektrum von K(x). Denn ist K,M (x)=4,M (x), 
so folgt wegen (2b.) unmittelbar (M, 4P“®)=0, wenn nur A, +0 ist, und daher 
ergibt die Faltung von (1.) mit M ın der oben ausführlich erörterten 
Weise KM(z)=K,M(x)=4,M(z). Umgekehrt aber folgt aus dieser 
letzten Gleichung wegen (2%.) 


Snap», m)—ı, (4P®, M)= / (a—1,)d(P®,M)=0, 
N 


(N 


und da dies für jedes Intervall 4 gilt, ist wiederum (4P®,M)=0 und 
daher gemäß (1.) XK,M (x2)=KM (z)=4,M (x). Hierin ist zugleich enthalten 
34* 
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(für K,=0), daß eine durch ein Streckenintegral allein dargestellte 
Form keinen von Null verschiedenen Punkteigenwert haben kann. Wir 
können nun also KX,(x) nach (7.) des $ 2 durch das vollständige System 
L; (x) (?=1,2,...) der Eigenformen von K(x) darstellen und erhalten, 
wenn wir das in (1.) eintragen, schließlich 





5) Kıy=z fı EN \ 23,(2,(0))? + Ra), 


a 
(a) Y de'(A) (3) 





wo R(x) eine beschränkte quadratische Form ist, die außer dem Eigen- 
werte A=0 weder Punkt- noch Streckenspektrum mehr besitzt. Ich werde 
im nächsten Kapitel zeigen, daß eine solche Form R(z) notwendig iden- 
tisch verschwindet; wir haben alsdann «n (5.) die kanonische Darstellung der 
quadratischen Form durch ihr Streckenspektrum und ihre Differential- 
eigenformen einerseits, sowie ihr Punktspektrum und ihre Eiwgenformen 
andererseits — dieselbe Darstellung, die ich in meiner Dissertation (vgl. 
besonders $ 9, Satz III, S. 60) aus den Resultaten von Herrn Aklberts 
4. Mitteilung hergeleitet habe. 

Mit der Herleitung dieser Formel ist die Theorie der quadratischen 
Formen zu einem gewissen Abschluß gebracht; einerseits stellt sie den Aus- 
gangspunkt für alle Anwendungen, andererseits die Grundlage für weitere 
theoretische Entwicklungen dar. In dieser letzteren Hinsicht sei hier als 
leichte Folge von (5.) noch erwähnt, daß zwei quadratische Formen sicher 
dann orthogonal ineinander transformierbar sind, wenn ihre Eigenwerte ein- 
schließlich ihrer Vielfachheit und ıhre Basisfunktionen paarweise überein- 
stimmen (vgl. meine Diss., Satz IV, S. 61). Wesentlich schwieriger ist 
jedoch die Herleitung notwendiger und hinreichender Bedingungen für 
orthogonale Äquivalenz; dazu ist — wobei aber immer die Formel (5.) 
den Ausgangspunkt bildet — noch eine tiefergehende Untersuchung der 
Integrale des $ 4 nötig, und es stellen sich dann neben den bisher als 
Streckenspektra schlechtweg bezeichneten perfekten Mengen gewisse nicht 


abgeschlossene Mengen (,‚‚eigentliche‘‘ Spektra) als maßgebend heraus, die 
sich in bestimmter Weise aus der Art des Wachstums der Funktionen o(A) 


ergeben, und die jene perfekten Mengen zu Ableitungen haben (a. a. ©. 
Satz VII, 8. 74; VIII, S. 80). 
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Kapitel III. 


Die Existenz des Spektrums. 
$ 8. 


Die reziproke Form von K—vE als analytische Funktion von v. 


Wir haben nun zur Vervollständigung unseres Beweisganges noch 
zu zeigen, daß eine quadratische Form, die außer =0 kein Punkt- oder 
Streckenspektrum hat, identisch verschwindet. Nun können wir aber jede 
Form leicht durch eine andere mit gleichem Wertevorrat ersetzen, die 
), = 0 sicher nicht zum Eigenwert hat: Bedeutet nämlich Z, (x) (@e=1,2,...) 
ein vollständiges orthogonales System der zum Eigenwert = 0 gehörigen 
Eigenformen von K (x) ($ 2, S. 228f.), so ergänzen wir diese Formen durch 
M ‚(z) (?=1,2,...) zu einem vollständigen Orthogonalsystem ($ 1, 8. 220), 
und nehmen die eineindeutige orthogonale Transformation 2, =L,(?), 
x; =M;,(x) der Variablen x,,2,,... in 21, %%,...,21,%2,... vor. Dann ver- 
schwindet wegen KL,(z)=0 auch die Faltung der transformierten Form 
K (x) = K*(x’ x”’) mit den Linearformen x, d. h. dies X* enthält in Wahr- 
heit nur noch die Variablen x;; da ferner alle zu 4=0 gehörigen Eigen- 
formen lineare Kombinationen der ZL,(x2)=x, sind, hat K*, allein als Form 
der x, betrachtet, A=0 überhaupt nicht mehr zum Eigenwert. Es genügt 
demgemäß, das folgende Fundamentaltheorem zu beweisen: 

Jede nicht vdentisch verschwindende beschränkte quadratische Form 
besitzt entweder eine nicht identisch verschwindende Eigenform oder eine solche 
Differentialeigenform. 

Zum Beweise gehe ich von der Untersuchung der rezıproken Form 
K(v;x) der mit komplexen Parameterwerten v=4.-+ iu gebildeten Formen- 
schar K—vE aus, die (vgl. $ 2, S. 222) definiert ist durch 


.(1.) (K—-vE)K(v;2)=KKl(v;2)—vK(v;x) =E(e). 


Für den Existenzbeweis dieses K(v;z) kommt vor allem ein allge- 
meiner Satz in Betracht, den Herr O. Toeplitz*) aufgestellt und durch 


*) ‚„„Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen von unendlich- 
vielen Veränderlichen.“ Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. 
1907, S. 101. " 
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ein wesentlich algebraisches Verfahren (die sog. Jacobische Trans- 
formation der quadratischen Form) bewiesen hat: daß eine reelle be- 
schränkte Bilinearform A eine eindeutig bestimmte Reziproke dann und 
nur dann besitzt, wenn die beiden definiten quadratischen Formen AA’ 
und A’A für keine der Bedingung 22}; = 1 genügende Wertsysteme beliebig 


(p) » 


klene Werte annehmen. Neuerdings hat Herr E. Hüb*) diesen Satz 
einfacher durch Benutzung einer Potenzreihenentwicklung bewiesen, während 
er andererseits auch aus den allgemeineren Untersuchungen von Herrn 
E. Schmidt**) über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlichvielen 
Unbekannten folgt. 

Für unsern Zweck eignet sich die Hulbsche Beweisführung am besten, 
da sie sich leicht so ausgestalten läßt, daß sie auch einige für den Existenz- 
beweis des Spektrums notwendige Abschätzungen liefert; um das alles bald 
mit zu erhalten, stelle ich sie mit unwesentlichen Modifikationen zunächst 
dar. Dabei hat, weil es sich um komplexe Formen handelt, an Stelle von A4’A 
die Hermitesche Form A’A zu treten (vgl. $ 1, (9.))***). Wir bilden also, 
da K und E reell und symmetrisch sind, mit zwei konjugiert komplexen 
Stellen v„=A+ru, vr=4—iu die Form 


% 


(2.) S=-(K—-vE)(K—v E)=K?—24K + (# + w)E=(K-—AE)% + u8E, 


die also wiederum eine reelle symmetrische Form ist. Da (K—4E)” positiv 
definit ist ($ 1, (8%.)), so folgt 


(3.) S(e)>w für E=-27=1l, 


(p) 


d.h. S hat in jedem Punkte außerhalb der reellen Achse ein von Null ver- 
schiedenes Minimum. 

Nun verwende ich nach Herrn Hub die ‚„O. Neumannsche Potenzreihen- 
entwicklung‘‘ in folgender Weise zur Darstellung der Reziproken S”' von 8: 


*) Zitiert oben, S. 212. Anm. *). 
**, Zitiert oben, S. 214. Anm. ***), 
***, Vgl. 0. Toeplitz, a. a. O., S. 109. 
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Es kommt darauf an, eine Form mit einem Minimum kleiner als 1 zu 
erhalten, nach deren ansteigenden Faltungen man dann S-! entwickeln 
kann. Eine solche Form ist 


(4.) S,=E-eoS, 


wo « irgendeine unterhalb des reziproken Maximums von S(xz) (für 


22%=1) und also auch unterhalb 2 gelegene positive Zahl bedeutet: 


(„) ? 


1 
(5.) 0<a<yr 


Max 5 ' 


’ 


denn dann bleibt wegen (3.) tatsächlich &S stets zwischen @u? und I 


und daher 


(42. ) 0<S, (a) <1—-awW<I1 fü Zii= 


Nun folgt aber unmittelbar, daß die Reziproke von 8 ai. (E—S,) gerade 


104 


durch die folgende unendliche nach sukzessiven Faltungen von S, ansteigende 


Reihe dargestellt wird: 


(6) SU) a(Ela)+S() +82) +SE)+--). 


Denn zunächst ist — immer für 2n,< 1 — nach (6b.) des $1 Max S? < 
Fin 


(Max 5," <(1— au)”, und daher bleibt der Rest unserer Reihe unterhalb 


cn A ‚ d. h. die Reihe konvergiert gleichmäßig für alle jene Wertsysteme 
aı 
x, und stellt daher offenbar auch eine beschränkte quadratische Form mit 


dem Maximum Em dar; nach einer Bemerkung auf S. 218 des $ 1 ist 
[04 


obendrein jeder Summand der Reihe und daher auch diese selbst positiv 
definit, sodaß wir schließlich haben: 
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(62.) 0<S(a)<Z. 


Endlich aber findet man durch gliedweise Faltung, die wegen der gleich- 
mäßigen Konvergenz der Reihe unmittelbar erlaubt ist: 


SS"=1(E-8,)a(E+S, +84.) 
=E+8, +81 +. —(S,+87+.+)=E, q.e.d. 


Ist einmal ein bestimmter Wert « gewählt, so ergibt genau die 
gleiche Überlegung, daß die Reihe (6.) auch gleichmäßig in jedem Gebiete 
der A-u-Ebene konvergiert, in dem die Ungleichung (5.) erfüllt‘ist und 
u obendrein oberhalb einer von Null verschiedenen Zahl bleibt. Ist nun M 
die obere Schranke von K (x)|, so ist nach (6b.) des $1S<(M+ 4)?’+ u®, 
und daher ist (5.) erfüllt, wenn: 


(M +4 





Also konvergiert (6.) in jedem von einer Parallelen zur reellen A-Achse 
und zwei Kreisbogen (M 4a) + el begrenzten Gebiete gleichmäßig; 


indem man « genügend klein macht, kann man dieses Gebiet beliebig groß 
machen und es insbesondere längs eines beliebig langen endlichen Stückes der 


)-Achse ausdehnen, 
Nunmehr schließen wır weiter, daß die Faltung 


K(v;2) = (K—vE)S"= (K—AE) ST" +iuS 


ann 
=] 
. 

u 


die Reziproke von K—rvE selbst ıst; denn es ist auf Grund des assoziativen 


Gesetzes der Faltungsoperation ($ 1, (7b.)): 


(K—-vE)K= (K-vE)(K-vE)S"=SS!=E. 
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Man bestätigt unmittelbar, daß dies K eine symmetrische Form, d. h. daß 
die transponierte Form K’=S"'(K—vE)=K ist; denn in der Reihe für 
5! treten nur Aggregate von E,K,K?,... (‚„ganze Funktionen von K“) 
auf, und je zwei solche Aggregate A, B sind, wie leicht zu sehen, ver- 
tauschbar, d.h. es st AB=BA. Als obere Schranke von K erhalten wir 


nun, da nach (9%.) des $ 1: 
Kir;a)?<ST(K—vE)(K—vE)ST = STSST= 57 


gilt, wegen (6%.): 


Damit ist aber bewiesen, daß K—vE für jedes komplexe v mit Ausnahme 
höchstens der Stellen der reellen Achse eine beschränkte reziproke Form K (v; x) 
besitzt, die überdies noch bei Annäherung an die reelle Achse von nicht 
höherer als erster Ordnung unendlich wird (d. h. uK(v;x) bleibt unter 
einer endlichen Grenze). Diese letzte Tatsache entspricht dem Satze der 
Elementarteilertheorie, daß eine reelle symmetrische Bilinearform nur ein- 
/ache Elementarteiler hat. Man erkennt übrigens nun auch leicht, daß K(v; x) 
an jeder Stelle, wo es überhaupt existiert, «als beschränkte Reziproke 
(d. h. durch die Gleichung (1.)) bereits eindeutig bestimmt ist; denn wäre 
(K—vE)K,=E, so folgte durch vordere Faltung mit K (da wegen der 
Symmetrie vonK K(K—vE)=E ist) unmittelbar K,=K*). 

Es ist nun ferner sofort zu sehen, daß der Wert dieser Form K(v; x) 
für jedes bestimmte Wertsystem der x, bzw. jeder einzelne ihrer Koeffi- 
zienten im ganzen Existenzbereich eine reguläre analytische Funktion von v 
darstellt. Man kann nämlich in der Umgebung jeder Stelle v,, an der 
K(v,;2) =K, als beschränkte Form existiert, die Reziproke durch folgende 
nach Potenzen von v—rv, fortschreitende Reihe darstellen, deren Koeffi- 
zıenten die sukzessiven Faltungen von K, sind: 


8.)  Klirz@)=Kola)+ (r— ro) Kl) + Won Klett. 





*) Vgl. ©. Toeplitz, a. a. O., S. 106. 


Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 
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Denn einmal kann man genau wie bei (6.) zeigen, daß diese Reihe für 


v—r | < rn K, absolut und gleichmäßig gegen eine beschränkte quadra- 


tische Form konvergiert, und andererseits bestätigt man durch gliedweise 
Faltung unter Berücksichtigung von (K—v,)Kk=E, daß tatsächlich 


vermöge (8.): 
(K—rvE)kK=(K—v,E)K—(r—r,)K=(K—,E)K,=E 


wird, d. h. daß die Reihe (8.) wirklich die durch (1.) eindeutig definierte 
Reziproke darstellt. 

In ganz analoger Weise können wir auch eine Reihenentwicklung 
von K(v;x) in der Umgebung des unendlichfernen Punktes angeben, und 


zwar ist diese 


Eis) Kia) K’(a) 
2 3 


v v v 


(9.) K(v;2) = 


unabhängig von der vorherigen Kenntnis von (7.), da für unendlich wachsende v 


"(K —vE) in die sich selbst reziıproke Form E übergeht. Auf Grund 


wiederum der gleichen einfachen Abschätzung erkennt man, daß für 
v >Max|K =M, d.h. also außerhalb eines Kreises mit dem Radius M, 
(9.) gleichmäßig und absolut gegen eine beschränkte Form konvergiert, 





während durch gliedweise Faltung sofort wieder folgt: 


(K-vE)K=KK—vK=E. 


Die Betrachtungen des folgenden abschließenden Paragraphen beruhen 
nun — kurz gesagt — darauf, daß K(v;x) als eine nicht identisch verschwin- 
dende für alle nichtreellen Werte und auch ım Unendlichen reguläre 
analytische Funktion notwendig auf der reellen Achse im Endlichen Singu- 
laritäten (Punkte oder Linien) haben muß; ich werde ein Verfahren ‚an- 
geben, aus dem Verhalten von K in der Umgebung dieser Singularitäten 
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die Eigenformen und die Differentiallösungen herzustellen und ihre Existenz 
zu beweisen. 


89. 
Verhalten der reziproken Form an der reellen Achse: das Spektrum. 


Nähert sich v der reellen Achse, so wird zwar K(v;x) durchaus 
keinen bestimmten Grenzwert besitzen müssen; da es aber dabei von 
höchstens erster Ordnung unendlich wird, so werden wir aus seinem parallel 
der reellen Achse erstreckten Integrale einen bestimmten endlichen Grenz- 
wert ableiten können, der uns gerade die gewünschten Lösungen liefern 


wird. Setzen wir nun 


(1.) K(v;2)=2x% 


(P, pq ”) a 


L,; 
wo jedes z,,(v) eine außerhalb der reellen Achse reguläre analytische 
Funktion ist, so können wir die Definitionsidentität (1.) des $8 von K 
auflösen in die Koeffizientengleichungen: 


(2.) 5 kat (r)—v% 


= (9) = RR (p,4=1,2,...) 

Die Reihe linker Hand konvergiert in jedem um ein endliches Stück von 
der reellen Achse abstehenden Gebiete gleichmäßig (vgl. $ 1, S. 215), da 
in ihm nach (74) des $8 K(v;z) und mithin auch = %,%,,(Y) eine von v 


araq 
unabhängige endliche obere Schranke hat; also dürfen wir, wenn wir (2.) 
bei einem festen Werte von u nach 4 integrieren, die unendliche Reihe 
gliedweise integrieren und finden: 


kı hı 
(3.) ha zu latiu)da— / (,+ru)2,(ktru)di=d,(hı—ho). 


[) ho 
(p,q=1,2,.»..) 


Nun konvergiert aber nach einer Bemerkung von S. 216 auch die Reihe 
(1.) für den in Betracht kommenden Wertbereich von 4 gleichmäßig, und 
daher ist für jedes Wertsystem z, 


35* 
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\ h, 
/ K(v;2)di = 3 2,2,/ 2, (v) dk; ST vkw;s )di= <=. Wr. [vr 2, (v) dA; 


diese Integrale stellen also offenbar beschränkte quadratische Formen dar. 
Wir können daher die Gleichungen (3.) zusammenfassen zu der Faltungs- 


ıdentität: 


1, 3, 
RK / K(la+iu;e) wor (A+ru)K(A+ru;z)di= (A,—,)E(z). 


ko ha 


Spalten wir hier K nach (7.) des $8 in Real- und Imaginärteil, so er- 


geben die mit ® multiplizierten Teile: 


alı 3ı abı 
(4.) K/ uSsda—/ ausSdi—u/ (K-AE)S"di=0. 


ho 


Indem wir nun in dieser Gleichung zur Grenze «=0 übergehen, 


wird sich ergeben, daß die (notwendig existierenden) Grenzwerte des 


.Öı 
Integrales / uS7”'di die Eigenformen bzw. Differentialeigenformen liefern. 
i, 
Tatsächlich sieht man ja zunächst ohne Rücksicht auf Konvergenz, daß 


(4.) in die die Differentialeigenformen definierende Identität rein formell 
übergeht — sofern bei diesem Grenzprozeß das dritte Glied gegen Null kon- 
vergiert. Es wird der erste Schritt unseres Beweisganges sein, diese 
Tatsache zu zeigen; dabei liegt die Bemerkung zugrunde, daß (K—AE) di 
wegen (2.) des $8 nichts als das Differential von S selbst ist, so daß es 


sich einfach darum handelt, die Abschätzung des Integrales / — eu —=logs in 


das Gebiet des Kalküls mit Bilinearformen (Matrizen) zu übertragen. Im ein- 
zelnen gestaltet sich die Abschätzung so: Wie oben (S. 262) bemerkt, kann man 
den Parameter « so klein wählen, daß die Reihe (6.) des $8 für ST" ım 
ganzen Intervalle A,<4<CA, und für einen festen Wert von u gleichmäßig 
konvergiert, so daß man also das Integral 
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I h, 
T (K-AE)S"di=a / (K-IE)IE+(E—eS) +(E—aS)’-+...!di 


Jo I, 


_ gliedweise ausrechnen kann. Nun findet man durch direktes Ausrechnen, 
wenn man die Vertauschbarkeit je zweier ‚ganzer Funktionen“ von K 
(vgl. 8. 263) berücksichtigt: 


O(E—aS)* 


04 


—2en(K—AE)(E— es)", 


und daher wird 


Te 4 2 7—_ asp im), 
E (K-AE)S=!dı=, |(E-a8)+ er 1 (E ni PR 


in 


Aus der Ungleichung (42.) des $ 8 folgt nun sofort, daß die rechte Seite dem 
absoluten Betrage nach stets unterhalb 


>| dr : ua , |-: 1 
5| 1 eur + Tree "au log 


bleibt; also ist stets 


| Re 
(5.) uf (K-R)S-'da <y log}, 


lo u 


und dieses Integral konvergiert daher mit abnehmendem u tatsächlich gleich- 
mäßig gegen Null. 


Wir haben nun zweitens zu untersuchen, was bei dem Grenz- 


h, 
prozeß aus f uS"d) wird; wir zeigen zunächst, daß dieses längs eines 
3o 


hinreichend großen Intervalles erstreckte Integral stets einen endlichen und 
sogar von Null verschiedenen Grenzwert hat. Wir bemerken sogleich, daß 
dabei immer nur das Intervall (-M, + M) — unter M die obere Schranke 
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von ‚K (x)| verstanden — in Betracht kommen kann; denn für) +7u|>M 
bleibt K(v;x) regulär und daher auch S"=KK endlich, und 7 us! 


=0 
konvergiert gleichmäßig gegen Null. Zum Beweise der letzten Eebeuninge 
wenden wir nun den Cauchyschen Integralsatz auf das Gebiet der oberen : 
Halbebene an, das von einem Halbkreise £ mit dem Radius r>M und 
der Parallelen 9 im Abstande » zur reellen Achse begrenzt wird; in diesem 
Gebiete ist K(v; x) eine reguläre analytische Funktion von » und daher ist 


das Randintegral: 


/ko; x) d4 + /K; z)dv=0. 


(8) (d 


Lassen wir nun u gegen Null konvergieren, so geht der imaginäre Teil des 
+M 
ersten Integrales in / / uS'"d4 über; ım zweiten Integral können 
u=0 —M 
wir für K die Entwicklung (9.) des $8 einführen, so daß es, wenn wir 


noch v = re’? setzen, übergeht in 


IB; [E(x) Be Br, lose, 
v’ J 


Pr | » v° 


Da wir r beliebig groß nehmen können, wird das einfach gleich —ınE (z) 
(d. i. im wesentlichen das Residuum von K im Unendlichen) und daher 


haben wir in der Tat 


ı+M 


(6.) L/ usdi=nE(e). 


u=0 Mm 


Nun könnte man weiterhin durch eine der Abschätzung (5.) ähn- 
liche, nur etwas kompliziertere Betrachtung (eine Übertragung des Arcus- 


a, 
tangens-Integrales in den Matrizenkalkül) zeigen, daß auch / uS"'di stets 
’ 
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einen bestimmten Grenzwert für u=0 hat. Da aber uS”' wesentlich 
positiv ist, so genügt die Formel (6.) bereits, um auf die Existenz eines 
bestimmten Limes superior des Integrales bei diesem Grenzprozeß zu 
schließen, der wegen (6.) zugleich eine positiv definite und beschränkte 
(unterhalb rı bleibende) quadratische Form der x, darstellen muß; setzen wir 


1 
(7.) Lim sup / uS"'(z)dA=o(j;r), 
—M 


u=0 


so ist o(A;x) bei festen x, eine monotone Funktion von 4, die aller- 
dings nicht notwendig stetig zu sein braucht. Man kann dann nach 
einem bekannten Verfahren sofort eine solche Folge von Werten u an- 
geben, daß für sie auch eine zugehörige gewöhnliche Limesgleichung (7.) 
für alle in Betracht kommenden Werte % und «x gilt, und es wären nur 
diese Werte u im folgenden zu verwenden. 

Nehmen wir nunmehr in (4) den Grenzübergang vor, 


1; 
so konvergiert zunächst KS uS'di gegen K(o(4,)—6(4,)); denn jeder 
ho 
Koeffizient jener Form ist seinerseits eine Linearform der Koeffizienten 


h, 
von S uS "di, und sein Grenzwert ergibt sich daher nach der ‚„Voll- 
ia 
stetigkeitseigenschaft‘“ der beschränkten Linearformen ($ 1, S. 215), indem 
man für diese Argumente ihre Grenzwerte einsetzt. Es bleibt nun nur 
noch der zweite Summand von (4.) zu behandeln, den wir durch Produkt- 


integration umformen in 


ih hi +), 
13/ usa] = usda. 


—M bo ko 


Der Grenzwert des ersten Gliedes hiervon läßt sich unmittelbar angeben; 
ferner aber konvergiert, wie man durch eine sehr einfache Konvergenz- 
betrachtung zeigen kann, falls eine Reihe monotoner Funktionen gegen 
eine endliche (monotone) Funktion konvergiert, auch ihr Integral gegen 


h a, 
das Integral der Grenzfunktion, so daß 4 uS”'dı den Grenzwert / odi. 
3o is 


besitzt. Daher geht unsere Gleichung (4.) schließlich über in 
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(8.) K (0(h;2)—6(A2;2)) —[A0(4;2)] + ar 


\ 
ho 


Damit ist nun aber unser Ziel erreicht: 
Wegen (6.) kann nämlich o(4;x) für kein Wertsystem der x kon- 


stant sein, da 


(9.) o(+M;x2)—o(—-M;e)=n2u=n 
(p) 
ist. Nun wäre es einerseits möglich, daß es an einer Stelle A, einen nicht 


identisch in den x, verschwindenden endlichen Sprung 40(2)<n x} be- 
u, 5 


sitzt; dann folgt aus (8.), wenn wir das Intervall (4,,4,) um die Stelle 


/, zusammenziehen: 


(10.) K 40(2)—4,40(2) =0 oder Sky I — 0 10, = 0. 

Da nun So nach der Annahme mindestens eine Zeile von nicht durch- 
weg verschwindenden Koeffizienten hat, die zudem konvergente Quadrat- 
summe besitzen, so existiert eine nicht verschwindende Eigenform, und 4, ist 
ein Eigenwert der Form K(x). Wie man leicht sieht, fällt diese An- 
nahme eines Sprunges von o(4;z) damit zusammen, daß K(v;z) an der 
Stelle »=4, einen Pol mit dem Residuum /0o(x) hat. 

Existiert aber zweitens. kein solcher Sprung, so muß es 
wegen (9.) mindestens ein Intervall (4,,4,) geben, in dem die stetige 
Funktion o(4;x) stetig wächst; dann können wir wegen (3.) des $ 4 die 


}leichung (8.) auch schreiben: 


(11.) | in 


Da nun nach der Annahme mindestens in einer Zeile der Koeffizienten 
von o(4;x) nicht alle Koeffizienten konstant sind, und da sie zudem eine 
konvergente Quadratsumme haben, so existiert eine nicht wdentisch ver- 
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schwindende Differentialeigenform, und das Intervall (4,,/,) enthält 
gewiß Teile des Streckenspektrums der Form K. 

Damit ist der am Anfang von $ 8 ausgesprochene Fundamentalsatz 
vollständig bewiesen. 

Im allgemeinen wird natürlich o(4;x) sowohl Sprünge, als auch 
Intervalle stetigen Wachstums haben; die ersteren geben die sämtlichen 
Eigenwerte, die letzteren die sämtlichen Streckenspektra von Ä(z). Man 
kann nun aber ein Verfahren angeben, das aus o(4;z) die sämtlichen 
einzelnen Eigenformen sowie die einzelnen Differentialeigeniormen in 
der ın Kap. II festgestellten Normierung herzustellen gestattet, und so 
auch die Vielfachheit des Spektrums liefert; was das Streckenspektrum 
angeht, so kommt hier gerade das in $ 9 meiner Dissertation angegebene 
Verfahren in Betracht. Dieser Hinweis möge hier genügen, um anzu- 
deuten, wie sich diese Betrachtungen des Kap. III auch zu einer voll- 
ständigen Herstellung der sämtlichen Eigenformen ausgestalten lassen.*) 
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Über die Kongruenz «= -—-by +cz=0 (mod. p). 


Von Herrn A. Hurwiz ın Zürich. 


Es liegt nahe, zu versuchen, den Beweis des ‚„großen‘‘ Fermatschen 
Satzes von der Unmöglichkeit der Gleichung 


+yY+r7’=0 


dadurch zu führen, daß man die Existenz von unendlichvielen Primzahlen 


p nachweist, für welche die Kongruenz 
e+y+7’=0 (mod. p) 


nicht anders bestehen kann, als wenn eine der Zahlen x, y, z durch 7 teil- 
bar ist. Herr Dickson hat nun im Bd. 135 dieses Journals mit Hilfe der 
Theorie der Kreisteilung gezeigt, daß dieser Weg ungangbar ist, daß nämlich 
dıe erwähnte Kongruenz, sobald p eine gewisse Grenze überschritten hat, 
stets Lösungen zuläßt, für welche keine der drei Zahlen z,y,z durch p 
teilbar ist. 

Ich will nun in den folgenden Zeilen den allgemeineren Satz beweisen: 

Es seien a,b, c ganze von Null verschiedene Zahlen, e eine ungerade 


Primzahl. Dann besitzt die Kongruenz 


(1.) a +bf+c = (mod. p) 


für jede Primzahl p, die eine gewisse Grenze übersteigt, eine solche Lösung, 
für welche keine der drei Zahlen x, y, z durch p teilbar vst. 
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Dabei werde ich den Beweis dieses Satzes mit ganz elementaren 
zahlentheoretischen Hilfsmitteln führen und z. B. von der Theorie der 
Kreisteilung keinen Gebrauch machen. 


81. 


Sehr einfach gestaltet sich die Diskussion der Kongruenz (1.), wenn 
die Primzahl e kein Teiler von p—1, also zu p—1 teilerfremd ist. Man 
kann dann nämlich die positiven ganzen Zahlen r und s so bestimmen, daß 


re=s(p—1l)-+1 
wird, worauf für jede ganze Zahl & die Kongruenz 
Ss=eertDV—(är) (mod. p) 
gilt. Da nun die Kongruenz 
as+bn+c=0 (mod. p) 


offenbar durch ganze, durch p nicht teilbare Zahlen 5, n, Z befriedigt werden 
kann, so wird die Kongruenz (1.) ebenfalls durch drei zu p teilerfremde 
Zahlen x, y, z, nämlich 


befriedigt werden können. 
Es bleibt demnach nur zu beweisen, daß unter denjenigen Prim- 
zahlen p, für welche 


(2.) p—1l=ef, 


für die also p— 1 durch e teilbar ist, sich nur endlichviele befinden können, 
für welche die Kongruenz (l.) nicht anders bestehen kann, als wenn 
wenigstens eine der Zahlen x, y, z durch p teilbar ist. 


36* 
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8.2. 


Bevor ich dieses beweise, will ich einige Bezeichnungen erklären, 
deren ich mich dabei bedienen werde. 
Bedeutet n eine ganze Zahl, die positiv, negativ oder Null sein 


darf, so setze ıch 
(3.) p(n)=1 oder =0, 


je nachdem n durch p teilbar ist oder nicht. Diese zahlentheoretische 
Funktion y(n) gestattet es, in sehr bequemer Weise die Anzahl der 
Lösungen von Kongruenzen nach dem Modul p auszudrücken. Beispiels- 
weise wird die Anzahl der Lösungen der Kongruenz (1.) 


(4.) A= 2 yla+by +cz) 
T,y,z 


sein, wobei die Summationsbuchstaben z,y,2 je ein vollständiges System 
zu p teilerfremder Reste durchlaufen müssen. Dabei habe ich nur solche 
Lösungen gezählt, bei welchen die drei Zahlen x,y,2 nicht durch p teilbar 
"sind, und zwei Lösungen (z,%,2) und (x’,y‘,z’) dann und nur dann als 
nicht verschieden angesehen, wenn v=r,y=y,z‘=z (mod.p) ist. Der 
zu beweisende Satz besagt nichts anderes, als daß 


AO 


Fo 
oO 
- 

u 


ist, falls die Primzahl p=ef+1 eine gewisse Grenze überschritten hat. 
Aus der Bedeutung von y(n) geht unmittelbar hervor, daß 


(6.) p(kn)=y(n) und y(pn)=1 


ist, unter n eine beliebige ganze Zahl, unter k eine durch p nicht teil- 


bare ganze Zahl verstanden. 
Ich erweitere ferner den Begrifi der Kongruenz der Zahlen auf 


Zahlsysteme. Zwei Systeme 








I] 
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(,t.,..:s6 TEN 4 


von je r ganzen Zahlen will ich nämlich nach der positiven ganzen Zahl 


m als Modul kongruent nennen, in Zeichen 


(7.) st. el.) (mod. m), 


wenn die r Kongruenzen 
(8.) W=etl,t,=t,,...t,=t) (mod. m) 


erfüllt sind. Die eine Kongruenz (7.) bedeutet also nichts anderes als 
die r Kongruenzen (8.). Von den Zahlsystemen 


(9.) ee en) 


sage ich, daß sie ein vollständiges System inkongruenter Zahlsysteme 
(mod. m) bilden, wenn jedes beliebig gewählte Zahlsystem (t,,t,,...t,) einem 
und nur einem der Zahlsysteme (9.) nach dem Modul m kongruent ist, 


wenn also die Kongruenz 
EN, R,... 9) (mod. m) 


für einen und nur einen Index : besteht. 

Durchläuft jede der Zahlen t,,t,,...t, unabhängig von den anderen 
die Glieder eines Restsystems (mod. m), so entstehen im ganzen m’ Zahl- 
systeme (t,,t,,...t,), die offenbar ein vollständiges System (9.) bilden. 
Hieraus ergibt sich leicht der Satz: 

.„Die s Zahlsysteme (9.) werden stets und nur dann ein vollständiges 
System inkongruenter Zahlsysteme (mod. m) bilden, wenn ihre Anzahl s = m’ 
ıst und unter ihnen keine zwei (mod. m) kongruente vorhanden sind.“ 

Eine spezielle Folgerung aus diesem Satz ist diese: 

Durchläuft das Zahlsystem (t,,t,,...t,) ein vollständiges System 
inkongruenter Zahlsysteme (mod. m), so gilt das nämliche von dem Zahl- 


systeme (4, +L,,te+1,,... 11 +1,,1t,)- 
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N 3 3. 


Es seı nun g eine Primitivwurzel der Primzahl 


ID 
=] 
at, 
- 


p=el+l, 
so daß dıe Potenzen 


yal,g,g,..g* 


ein vollständiges System durch p nicht teilbarer Reste (mod. 7p) bilden. 
Diejenigen, ın endlicher Anzahl vorhandenen Primzahlen p, welche 
in einer der Zahlen «a,b,c aufgehen, schließe ich von der weiteren Be- 


trachtung aus, so daß - 


I 


(10.) aZ=g‘, b=g’, c=f (mod. p) 


gesetzt werden kann. 
Die Anzahl A der Lösungen der Kongruenz (1.) drückt sich dann 


nach (4.) ın der Form 


(11.) AL plgre + get? +7) 


ep n,% 


aus, wobei die Summationsbuchstaben &,n,{ je ein vollständiges Rest- 
system (mod. p—1) durchlaufen müssen. Nun durchläuft 


$erf+tr 
ein solches Restsystem, wenn r, ein vollständiges Restsystem (mod. e) und 
r ein solches (mod. f) durchläuft. Denn es entstehen auf diese. Weise 


ef=p—1 Zahlen 5, die untereinander (mod. 9—1) inkongruent sind. Ent- 


sprechend kann man 


n=sıl+8s, G=tf-+t 


setzen. Da nun 
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"=-Pr'=l (mod. p), 
so geht durch diese Substitutionen die Gleichung (11.) in 


(12.) A=e Zu (tt +gtr) 


r,s,t 


über, wobei nun die Summationsbuchstaben r, s, t je ein vollständiges Rest- 
system (mod. f) durchlaufen müssen. Da das Argument von sich (mod. p) 
nicht ändert, wenn r,s,t durch ihnen bezüglich (mod. f) kongruente Zahlen 
ersetzt werden, so darf die Summation in (12.) allgemeiner über irgendein 
vollständiges System (mod. f) inkongruenter Zahlentripel (r,s,t) erstreckt 


werden. 


Es seı nun 


1 ’ 
(13.) [e,P,y]= > (ri Hgeti getr), 


so daß die Gleichung (12.) ın 
(14.) A=ef[le, P,yl=(p—-Ne[e, P,y] 


übergeht. Die Definition des Symboles [«, ?, 7] verallgemeinere ich sogleich 
durch die Festsetzung, daß für r beliebige ganze Zahlen 


O5, Ggye.. , 





das Symbol [e,,«@,,...«,] die Bedeutung 


sep“ +gta he. grte) 


(15.) [e1,&;,...@,] 


haben soll, wobei die Summation über ein vollständiges System (mod. f) 
inkongruenter Zahlsysteme (t,,t,,...t,) zu erstrecken ist. Hiernach be- 


zeichnet offenbar 








378 Hurwitz, über die Kongruenz a +by +c*=0 (mod. p). 


[01,02,...@,] 


den /-ten Teil der Anzahl derjenigen Glieder (t,,t,,...t,) eines solchen 
vollständigen Systemes, für welche die Kongruenz 


(16.) ra ara Lee ED (mod. p) 


erfüllt ist. 
In den Fällen r=1 und r=2 ist es leicht, den Wert des Symbols 
(15.) anzugeben. Da nämlich die Kongruenz 


gre=o0 (mod. p) 


niemals erfüllt ıst, wird 
(17.) fe] = 0 
sein. Ferner wird die Kongruenz 
5 Az (mod. p) 


dann und nur dann erfüllt sein, wenn 


(18.) et, +, =el, + a,+ 2! 


(mod.p—1) 


"z = 2. durch e teilbar (also f eine 


gerade Zahl) sein und die vorstehende Kongruenz erfordert 


. . . ) 
ist. Da e ungerade ist, so wird / 


av=Z6, (mod. e) 


Ist letztere Bedingung erfüllt, so wird jedem Werte von t, eine 
(mod. f) bestimmte Zahl i, entsprechen, die der Kongruenz (18.) genügt. 
Hieraus folgt nun (wenn noch «, statt «,, @, geschrieben wird): 
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Man hat 
(19.)' [@e,?]=1 oder =0, 


je nachdem die beiden Zahlen «,/? nach dem Modul e kongruent oder ın- 
kongruent sind. 


$4. 


Die Zahlen [e,,«.,...«,] besitzen eine Reihe von Eigenschaften, 
zu deren Ableitung ich mich jetzt wende. 

1. Der Wert von [e,,@s,...«@,] hängt in symmetrischer Weise von 
den Zahlen «,,«,,...a, ab, ändert sich also nicht, wenn diese Zahlen irgend- 
einer Permutation unterworfen werden. 


2. Sind die Zahlsysteme («,,&,...«,) und (P},Pa2;,-../,) kongruent 
(mod. e), d. h. ıst 


vzEßh: ns EPr,..0, EP, (mod. e), 


so gilt 
(20.) [e&1, &,...0,]=[ßı; Pa; --- Br]- 


In der Tat darf man in der Summe (15.) die Summationsbuch- 
staben t,,t.,...t, bez. ersetzen durch t,-+ k,,t,+k,,...t,+k,, unter 
kı,ka,...k, beliebig gewählte ganze Zahlen verstanden. Dies kommt aber 
darauf hinaus, die Zahlen «,,o,,...«, durch die ihnen bez. (mod. e) kon- 
gruenten Zahlen «,+ ke, @&+kze,...a,+k,e zu ersetzen. 


3. Bezeichnet « eine beliebige ganze Zahl, so ist 


(21.) (et, +a..a,+0]=[e,,«,...«,]. 


Denn die Summe (15.) ändert nicht ihren Wert, wenn man das 
Argument von mit der zu p teilerfremden Zahl g* multipliziert. 
Nimmt man @=—.e,, so folgt aus (21.) 


(22.) [e , da... _ 1, &,]= [m —e,, gg —0,,... 0,1 — 0,0]. 
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4. Die Zahl [e,,@.,...a,] gibt an, wie viele (mod. f) inkongruente 
Zahlsysteme (t,,tz,...t,_,) die Kongruenz 


(23.) getan + ra henn + ge-ı e+a,_; +g"=0 (mod. p) 


befriedigen. 

Nach der Bemerkung am Schluß von $ 3 darf man nämlich in der 
Summe (15.) £,tg,...L,_„f, ersetzen durch 4, +t,%,+t,,....4_, +t,,t,. 
Dadurch kommt 


[&1,&2,...,]= ERW gt“ +79 +... + gt ge )) 
Ba Sy(grtr® +gres te + gt ar-ı +g"), 


wo nun die Summation über ein vollständiges System (mod. f) inkon- 
gruenter Zahlsysteme (t,,2,,...t,_,) auszudehnen ist. Diese Darstellung 
von [&,,%,,...a,] beweist die aufgestellte Behauptung. Beiläufig folgt, 
daß die Zahlen [e,,«,,...«,] nicht negative ganze Zahlen sind. 

5. Die Zahl [a,,&;,...0,] gibt auch an, wie viele (mod. f) inkongruente 
Zahlsysteme (t,,ta,...t,_,) die Kongruenz 


(2) PEN Lage u (mod. p) 


befriedigen. 
Nach dem vorhergehenden Satze ist nämlich die in Rede stehende 


Anzahl von Zahlsystemen (t; ,t,,...t,_,) gleich FERNE: Tre ae ji 


weil 
get”? =—g"r (mod. p) 
ist. Da aber er ein Multiplum von e ist, so wird nach (2.) 


2 2 


—1 
[01,0,... 0:0, + 254 ]= [&1,02,...0,]. 








Hurwitz, über die Kongruenz a +by +c#-=0 (mod. p). 


6. Es seien 
700 VURBE DEE SU, FREE, AM 


r+s beliebige ganze Zahlen. Dann gilt die Gleichung 


(25.) [%1,@2,...0,, B1,ß2,...P,])= Mleı,@2;...@,][Rı,P2>-.-P,] 


+<£[e1,02,... 0 e0][Pı Br... Bose), 


wobei der Summationsbuchstabe o ein vollständiges Restsystem (mod. e) zu 


durchlaufen hat. 
Um den Beweis hierfür zu erbringen, zerlege ich die 


ET A A 
Lösungssysteme (t, ,ta,...4,, U, %2,...u,) der Kongruenz 
rate gt get + etA0 (mod. p) 


in >? Gruppen, indem ich ein Lösungssystem in die erste, oder zweite, ... 
oder p-te Gruppe rechne, je nachdem für dasselbe 


gerate.+grt®=0 oder =g°,... oder =gP”* (mod. p) 
ist. Für die Lösungssysteme innerhalb derselben Gruppe ist dann bezüglich 
get... +g4ti=0 oder =—g®,... oder =—g?”” (mod. p). 
In Rücksicht auf die Sätze 4 und 5 finde ich so: 


Han, Bi Bas: BJ=Plei--.1{Bı5-.- Pol 
+2 [010230 4][Pıs Bas. - Pas Al; 


37* 
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wo 4 ein Restsystem (mod. p—1) durchläuft. Nun setze ich 
,=te+o 


und lasse t ein Restsystem (mod. f) und o ein Restsystem (mod. e) durch- 
laufen. Dann geht die vorstehende Gleichung nach Division durch f in 
die zu erweisende Gleichung (25.) über.. Diese Gleichung gibt übrigens, 
wenn r=1 oder s=1 ist, vermöge der Relationen (19.) eine nichtssagende 
Identität. Der erste Fall, welcher Interesse bietet, entspricht daher der 
_ Annahme r=s=-2. In diesem Falle lautet die Gleichung (25.), wenn die 
Zahlen /,,P, jetzt durch «@,,«, bez. bezeichnet werden: 


(26.) [01,02,03,%4]=f[eı, 0,][;,0,]+[e,,@,,0][e,,«@,,0] 


+[e,,0,,1][e,,«,,1] +++ +[0,1,@,,e—1][a;,0,,e—1]. 


Vermöge dieser Gleichung werden die ‚viergliedrigen‘“ Zahlen [o,,o,,o,,«,] 
durch ‚dreigliedrige‘“‘ dargestellt. (Die Werte der zweigliedrigen Zahlen 
[@,,@.] und [a,,«,] sind nach Gleichung (19.) bekannt.) Offenbar kann 
man mit Hilfe der Gleichung (25.) überhaupt alle Zahlen 


[0,,02,...@,] 


für r>4 durch die dreigliedrigen Zahlen ausdrücken. 


7. Es seien wieder 
SL PRRIER ı FR » ER > FERRRRN >} 


irgend r+s ganze Zahlen, und es durchlaufe 0 ein Restsystem nach dem 
Modul e. Dann güt die folgende Gleichung : 


(27.) | z[eı +0, +0... +9; Pıs Pr ver Pa] 


= (PN) [eu] [PA + Lan a) P—LTßıs--Ba)). 
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Bezeichnet S die auf der linken Seite stehende Summe, so ist 
nach Satz (4.) 


S=Fy(tratete.Hgetete garten. glemı rRscı + gPe), 


wobei die Summation über t,,t,,...t,, %,...%_,,o auszudehnen ist. Ich 
ersetze nun, was offenbar erlaubt ist, f,,t,,...t bez. durch t,+1,, 


t, +t,...t,_,+t,. Dadurch kommt 


r—1 


S=Ey(1A+B), 

wobei 
ugeete, Ampere ten den, 
5 


B=g'tP _ er. rg: e+ß,— +2 


gesetzt ist. Durchläuft nun t, ein Restsystem (mod. f) und o ein Rest- 
system (mod. e), so durchläuft t,e+.o ein Restsystem (mod. ef=p—1) und 
folglich A ein vollständiges System durch p nicht teilbarer Reste (mod. p). 
Die Summe S läßt sich demnach so bilden, daß man 4 ein solches Rest- 
system (mod.p) (also z. B. die Zahlen 1,2,...p—1) und t,,t2,...L,_,; 
U,...%,_, je ein vollständiges Restsystem (mod. f) durchlauien läßt. 

Nun wird für eine bestimmte Kombination t,,...t,_,4::.. %_ı 


„A+B 


durch p teilbar sein 
a) für alle 9—1 Werte von /, wenn 


A=0, B=0 (mod. 9); 
b) für einen der p—1 Werte von 4, wenn 
A=0, Bz#0 (mod. ?); 


c) für keinen der p—1 Werte von 4 in jedem anderen Falle. 
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284 
Der Fall a) tritt für 


[&,,&2,...0,] [Pi Pas --- Pi] 


Kombinationen £,,...4,_1, %,-..4,_, ein, der Fall b) für 


((—[e,, Ugye.. 0,]) (—I[P1:Pr; . ß,)) 


Kombination t,,...L£,_1,%;:.-%_). Demnach ist 


S= (p—1)[e1,@, ... 0%, ][Pı > Az... Ba] 
+ [m,0,... 0) (PT Boßer Bol), 


b. w. 
In den Fällen r=1 und r=2 nimmt die Gleichung (27.) mit Be 
rücksichtigung von (17.) und (19.) folgende Formen an: en 


Zimt Bu. ] a 0 > Kr 











(28.) 
u: 
. } ; “ ” Er} ä aslden x 4 2, ER 1 
bot) auetvahad :r a, | 
3 TEE imo 3 a $ Ei R is U Dion au, g 
wenn &,&*«, (mod. e), 


n. 





Gy HR-NBo--Bl): 
wenn ,=% (mod. e). 


pise. undirat ad ıub 


(29.) zZ Into ateßı..Bl= 


18 drücken, 


24 ir # B: 












ee a s 
ir - 
7 ea na EN A 





wo oe ein Restsystem (mod. e) durchlaufen soll. Setzt man nun gemäß (30.) 
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Der Wert von a, „ ist eine nicht negative ganze Zahl und ändert 
sich offenbar nicht, wenn n und m durch ihnen bez. (mod. e) kongruente 
Zahlen ersetzt werden. 

Überdies gilt noch die Gleichung 


(31.) Anm . Iı—n,m ® 
In der Tat ist nach Gleichung (21.) 
m = 2[0,m+ne —e,—o]= 2[—e,m+ne—e,0], 


und die letztere Summe geht, wenn man o durch —o ersetzt, in a,_,„,, über. 
Der Wert von a,,„ ergibt sich sofort aus Gleichung (28.), indem 
man in ihr s=2 und «,=0,P,=m, f,;,=0 setzt. Man findet so 


(32.) Gm =0,m =/—[m 01=/ re ee 
’ 0,m — %ı,m — . 20 I-l, wenn m=0 (mod. e). 


Zwischen den Zahlen «a, „ herrschen nun merkwürdige quadratische 
Relationen, die sich auf folgende Weise ergeben: 
Es sei 


(33.) m = El. An,o+m» 


= 2[0,0+n0,0], 


Gn,o+m — Z[T,o+m +n7,0], 


in = 3 [0,0 +no0,0][7,e +m+nr,0], 
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wo die Summationsbuchstaben oe, 0, r je ein Restsystem (mod. e) zu durch- 
laufen haben. 


Beachtet man nun, daß (nach $ 4, Satz 1 und 3) 


[o,o+no,0][7,e +m+ntT,0]=[o—no,o,—no][T —m—nr,o, —m—nt] 


= [0—no,—no ,o][T — m— nt, — m—nt,o] 


ist, so erkennt man, daß die Summation nach oe vermöge der Gleichung 
(26.) ausgeführt werden kann. Man hat in dieser Gleichung «@, = 0 —.no, 
= —NI,LZL=T—M—NT,0,=—m—nt zu nehmen. 

Da hierbei [e,,&]=[0,0],[e;,@,]=[7T,0] wird, so geht die 
Gleichung (34.) über ın 


Sm = 2 [eo — no, — no, -m— nt, -m—nı]—f[0,0][7, 0] 


0,7 


oder, unter Anwendung der Gleichungen (19.) und (21.): 
Sn,m = 2[0, 0, trNn (o— 7) Mm, n (0 —r) —m]—f. 


Die Summation kann hier so ausgeführt werden, daß man (o, 7) 
ein vollständiges System inkongruenter Zahlenpaare (mod. e) durchlaufen 
läßt. Daher darf man auch 7 durch o—r ersetzen, denn gleichzeitig mit 


(o,r) durchläuft auch (0, o—r) ein solches vollständiges System von 
Zahlenpaaren. 


Somit ıst 


Ag -2[o, 0,07 +nmt—m,m—m]—f. 


Ss 


Hier findet nun bei der Summation nach o die Gleichung (27.) 
Anwendung, in welcher r=s=2 und 


1=—TtT+n—m, uw=0, Pı=m—m, Pr =0 
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zu nehmen ist. So findet sich weiter 


m Sp) [In —1)r—m,0] [nr —m,0] 


Jetzt nehme ich an, daß n weder =0 noch =1 (mod. e) sei. Dann 
wird im allgemeinen 


[nz —m,0]=[(n—1) r—m,0]=0, 


und nur für einen Wert von r, nämlich für denjenigen, welcher die Kon- 
gruenz nn —m=0 (mod. e) befriedigt, 


[nt—m,0]=1, 


und ebenfalls nur für einen Wert von 7, nämlich für denjenigen, welcher 
die Kongruenz (n—1)r— m=0 (mod. e) befriedigt, 


[n—1)r—m,0]=1 


sein. Diese beiden besonderen Werte von 7 sind voneinander verschieden, 
wenn m nicht =0 (mod. e) ıst, dagegen fallen sie zusammen, wenn m=0 
(mod. e) ist. 


Demnach ergibt sich für die Summe s,,„, falls m nicht durch e 
teilbar ist, 


5m = (e2)P +27 -)-/= (ef) = PNT; 
dagegen kommt, falls m durch e teilbar ist, 
.m=lp—1) + (/--1)?+ (e-1)? —-f=(p—A4)/+P. 


Es gilt demnach der folgende Satz: 
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 
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Zwischen den Zahlen a,,„, die durch Gleichung (30.) definiert werden, 
bestehen die quadratischen Relationen: 


(35.) dn,0 On, m +4,,ı An,m+1 u ai ie Anm+e—1 rn (p—A4)f, 
(36.) tt ta, = kpl +p. 


Dabei wird vorausgesetzt, daß weder n noch n—1 durch e teilbar ist 
und daß die ın der Relation (35.) auftretende Zahl m ebenfalls nicht durch e 


teilbar ist. 
Aus den Relationen (35.) und (36.) folgt unmittelbar die weitere 


(37.) (0,0 —%m)® + (a, ı —4, 041) u ae 5 Gr nr)" Enz; 2Pp, 


in welcher n und m nur der Bedingung unterliegen, daß n, m, n— 1 durch 

e nicht teilbar sein dürfen. Die Zahlen «a, „ ergeben also eine gewisse An- 
zahl von Darstellungen der Zahl 2» als Summe von e Quadraten. 

Schließlich bemerke ich noch, daß für jeden Index n die Gleichung 


besteht 
(38.) 4,0 +41 ++ +4,..1ı=P2. 


In der Tat ist nach (30.) und (28.) 


SS Uo Pr [0,0 + n0,0] . = /—[e,0] y% ef—1 =p—2. 
0,0 0o 


0e=0 


8 6. 


Bezeichne jetzt r einen bestimmten Index. Die Zahl a«,, kommt 
dann auf der linken Seite der Relation (37.) in den beiden Gliedern 


(Gi An,r+m )? ’ (@,, rm An,r)” 


vor. Es ıst aber 


Inrtn tiere) Inn bare), 2 
(a,, r Ay r-+m + (@,,_n a, ,)?=2 (a, p'* a a sahen + my: 22T 


2 
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Die Relation (37.) kann ich daher so schreiben: 





(a. en en . =) +F=p, 


wo P eine Summe von nicht negativen Termen bezeichnet; ja es muß 
sogar P>0 (nicht =0) sein weil p als Primzahl keinem Quadrat gleich 
sein kann. 


An,r+m TA r—ı 


Es folgt hieraus, daß «a, ,— z 
als Yp ist; d. h.: 


Ist n weder =0 noch =1 (mod. e), ferner m nicht =0 (mod. e), r aber 


absolut genommen kleiner 


belvebig, so gilt die Beziehung 





An,r Hm An, ,r—m 
(39.) — Yp <a, ,— 5 <Vp. 


Hier setze ich der Reihe nach m =1,2,...e—1 und summiere die 
e—1 dadurch entstehenden Beziehungen. Da nach (38.) 





e—1 e—1 e—1 
An, rt mt An, r—m ı Ay, r+mtAnr r—m 1 
B: 5 ER ——d,=5 u. 200) Gar 
m=1 m=0 e=0 e=0 
— * 
»—3 Ay,r 


ist, so kommt 
(40.) — (e—1) Yp<ea, , — (p—2)< (e—1)Vp, 
oder: 


Ist n weder =0, noch=1 (mod. e), r aber beliebig, so gilt die Beziehung 


87. 


Aus den Zahlen «a, „ lassen sich nun die Zahlen [«, ?, y] zusammen- 
setzen, wodurch es möglich wird, die Beziehung (41.) auf die letzteren 


38* 
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Zahlen zu übertragen. Durchläuft n ein Restsystem (mod. e), so ist zufolge 
der Definitionsgleichung (30.) 


4,0; =2[e, e—nP+ne,0]. 
n e,n 


Summiert man zunächst über n bei festgehaltenem oe, so ist zu unter- 


scheiden, ob g=f (mod.e) ist, oder nicht. Im ersteren Falle ist be- 
ständig 


a—nß +ne=« (mod. e), 


während im zweiten Falle «—nß + no = 0 gleichzeitig mit n ein Restsystem 
(mod. e) durchläuft. Demnach kommt 


ie vo e[Pß,; 0, 0] Fr ='’2[e, 0, 0], 
n oe 0 


wo das Komma am Summenzeichen bedeutet, daß o ein Restsystem (mod. e) 
mit Ausschluß des Restes o=f (mod. e) Surdklenden soll. 
Nach Gleichung (28.) ist nun 
=[p, 0,0] = ’—-Ie; 0] 


und offenbar 
2 1-[8, 0] = (e-DI+[B, 01-1 =p—2—1+[B, 0]. 
Hiernach wird jetzt 
aan = elß, 8,0] +pP—2—-/+[3, 0]. 


Von der Summe trenne ich die a=0 und n=1 entsprechenden Glieder 
ab, deren Werte nach (32.) 


10..=f-[8, 0], &,._,=1-[e—B,0]=1-[e, ß] 
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sind. Auf diese Weise kommt: 


1 
2 An,a_nz + 3F—(pP—2) —-[e, 0]—-[e, PJ—[P, 0]=e[Pß, «, 0]. 
Schließlich setze ich noch &—y für « und ?—y für $ und finde so: 


Die Zahl [a, %,y] läßt sich durch die Zahlen a 
möge der Gleichung 


ausdrücken ver - 


n, m 


e—1 
(42.) e le, P, y] zu 3/ + - 7 lo, PI—IP; ı\-ly; «| + - Ay, a—y-+n(#—y)* 
Hier bedeuten «,/,y drei beliebige ganze Zahlen, und nach (19.) ist 


le, PJ+[P,y]+l[y; «]=0 oder 1 oder 3, 


je nachdem «, ß,y untereinander inkongruent (mod. e), oder zwei unter 
diesen Zahlen einander kongruent (mod.e) oder endlich alle drei einander 
kongruent (mod. e) sind. 


Die Beziehung (41.) liefert nun für die in (42.) auftretende Summe 
die Grenzen 


und da 


ist, so ergibt sich der Satz: 
Für die Zahl [e,,y] gilt die Beziehung 


(43.) p+1-—(e—1) (e—-2)Yp—ne<e?[e,ß,y] 
<p+1-+(e—1)(e—2) Vp-ne; 


wober 


=[e, P])+[P,yl+ly; e] 
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gleich O0 oder 1 oder 3 vıst, je nachdem die drei Zahlen «, P, y untereinander 
inkongruent (mod. e), oder zwei unter diesen Zahlen einander kongruent (mod. e) 
oder alle drei einander kongruent (mod. e) sind. 

Für die Anzahl X der Lösungen der Kongruenz 


ax +by+c”=0 (mod.p) 
in durch p nicht teilbaren Zahlen x, y, z folgt insbesondere nach (14.) 


Be >p+1-—(e—1) (e—2) Vp—ne 
und daher 


U>0, 


sobald die Primzahl p eine gewisse von e abhängende Grenze über- 
schritten hat. 
Die Beziehung (43.) zeigt des näheren, daß die Anzahl X mit p 
derart ins Unendliche wächst, daß 
A 


Lim — 1 
p 


Ist. 
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Zum letzten F'rermatschen Theorem. 
Von Herrn Arthur Wieferich in Münster i. W. 


Im 128. Bande dieses Journals (1905, S. 45—68) hat Herr Mirimanoff 
als sog. Kummersches Kriterium folgenden Satz formuliert: 
Wenn die Fermatsche Gleichung 


e+ypP+zP=0 


bei ungeraden Primzahlexponenten durch zu p prime x,y,2z lösbar sein 
soll, so müssen die Kongruenzen 


(1.) p;B,_=0 (mod. p) 


befriedigt werden für «=3,5,...p—2, wobei 


pr—1 


= zn 


j=1 


nn 
td 
— 


ist und B, die i-te Bernoullische Zahl bedeutet. In der vorliegenden 
Arbeit soll nunmehr nachgewiesen werden, daß das Bestehen der Kon- 
gruenzen (1.) notwendig die Kongruenz 


2P1=] (mod. p?) 


nach sich zieht. 
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$1. 
Es ıst 


(3.) te -Per—(l+ie) 2 (1er. 
i=1 
Die z-te Ableitung von (3.) nach v wird alsdann für v=0 
pl) pt tt tr )typet Atpı- 


Setze ich noch +. 3, so erhalte ich leicht das Gleichungssystem 


Fp.r1+ G)pr+ (2) pt Fit, 4 (ı)ps+ (2) pı = 1 ”; 
IT ate tt) Me, 
It, 


++, 

+ +G)p+ (le) y1=1-Ppf, 

Ip+()y1= 1 p, 
I9,=1—r. 


Aus (4.) will ich nunmehr ,,ı= — bestimmen. Es ergibt sich sofort 
(5.) = tt, 


Ferner ist 


If I ee 
PT TE) 





I .rı == 


1-7? 0 0 ... 3 ( 
1 EZ 
1 — ee! 0 Sr 0 3 | 














Multipliziere ich die Reihen obiger Determinante der Reihe 

1,2,2(2—1),...,2(2—1)---3-2,2(2—1)---2 1, so erhalte ıch 
1-1 DW 
(1—-m'p)z Ey I 
| . 

A, 12° (2—1)*"...2°? =! 
(1-1p)x(z—1) 30 0...()% 
a P1p) x(2—1):--2 0 0 ...(l)z 
(#7) z@-1):-1 0 0..%% 
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nach mit 


(CH 


Setze ich jetzt aus den Kolonnen der Reihe nach die Faktoren 


1,2, 2(2—1),...2(2—1) 


setze, 


«2.1 heraus, so wird, wenn ich noch zur Abkürzung 


1 Bo A 


( 1 A "sl ) z 


APP): 
A-Pp)e(@—1) --- 


PRBPSSHREEN 


Es seı nun 





3 0 

0 .4.. 
0 0... 
0 ©... 





I 
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G 8... 
TR 
30 0 q, 
2 00..% 
BEE ne 
%_1 0; | 
| 
Gin C-ı 
Ms 
| 
= 
I @ 
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gesetzt. Dann wird 


4, = 1 PP) (1 -PAp) PR, +. 
+ (1) 2(2—1)...3-.2(1—P9)$F,_, 
+(—-1)*2(@&—1)..-2-1(1—P) F,, 


oder auch 


I 1=2!je,#—a, FF +0, ”R, +. +(-1)"°e,9#F,_, 
r (1), 4F,_, + (—1)’F,) 
(7.) 
BE en. 99% —zp" 9"1F, +2(2#—1)pP? 9°,» 


+(—1)"72(2—1):.+3:299F,_,+(—1)’2(2—1)---2-1R,}. 


Aus (6.) ergibt sich nun leicht, daß allgemein 


8) PFeaFu-,9P,,. +, #®R.— +1? _,9° FR, 


+ (— 1 jr AR i—1 
ist. Es ıst also 


#0, PR + +1), PR. +1) I F_ 
= (-119F.. 
Folglich wird 
A, 2! (19, + (1) F,) 
pn +21) 2P9R, 
+(-1’z(z—1)-+2-1R,| 
— (1) 2 19-148 F, 


99 — + (— 1) 221): --2p9F,|- 

















Wieferich, zum letzten Fermatschen Theorem. 


Es werde nun vorausgesetzt, daß 
t weder =0 noch =—1 (med. p) 


ist. Weiterhin ist leicht zu sehen, daß F,; für «<p nie die Zahl p im 
Nenner haben kann. Demnach wird, da ?”'"=]1 (mod. p) ist, 


(9.) I 1=(--1)"z!9F, (mod. p) 


+1 — 


für <=1,2,...9—1. 
Aus (5.) und (9.) ergibt sich endlich 
(10.) p, N m an. i (mod. p). 


$2. 


Es seı 


(11.) | 


Dann finde ich leicht, indem ich wie in $ 1 verfahre, daß 


RE x! A] 
(G, — (x — ;)! F; 


ist, d. h. daß 


(12.) G=(-1)" (6), (mod.p) 
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Speziell für «= ergibt sich 
GA 
8 
o 
(11a,) (, an | 
| 
0 
o 
und 
(12a,) G= 


Addiere ıch jetzt in (114) die resp. mit A', 4%... 


Pe 3 ae Ry ai Pı+1 


(mod. p). 


Kolonnen zur letzten Kolonne, so erhalte ich 


Ari 


IE... Ur Pre 





(1) (8) 

we ne 
Ge 

Eye ge 

Ein m 


wobei 4 eine beliebige Zahl ist. 


Setze ich noch 
(13.) 
so wird 


Get 


” 





x—2 
”—3 


(3) 
I 


) (1-+ a) — 24 9472 


(144 — 47494? 
(1+4)—4A+94 


(+ K+IW=(14+ + (9 —DR=H,,\, 
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4”, A multiplizierten 


TH, HR) + (IH, + . 
+ 9°’H, G,3—9$H,@,_, + H,G,_ı ’ 
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d. h. nach (12.) und (124.) 
— 99,1 832-5, +94 +() H,yps +(2)H,_Ys +" 


(14.) 
+(,13)H, + (..) A;y,—+ („ı)H,y. (mod. p). 


$ 3. 
Ich summiere jetzt die Kongruenzen (14.) über 
"PER ER TE ER LO En Den 
Setze ich zur Abkürzung 


13-1__935-1 En a A A .— (Pp— | cite +’ B,; 
(15.) 





17 +29 +39 4 ...+(p-1)"+ "= S,,0; 
so erhalte ich leicht 
[ = H,=(2—-49)8,,, 


u... 
Be: |. 





Ss erade 
ZV= Gi je nachdem z 18 ist. 
20,18... — u \ ungerade 
Ersetze ich noch < durch 2x—1, so erhalte ich endlich 
(17.) 99, = —2 Bu + ("7 )I 8-1 Ya + (37 )(2—- 9) Ber Ps 


+... + @2)98, 9. + (2) (2-9) Be Y2.—i- 
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Es ıst nun 
Sy; 0 (mod. p); 


ferner bekanntlich 


wo B, die 7-te Bernoullische Zahl bedeutet. 
Die Kongruenz (17.) geht demnach über in 


’ “> 92x—2 | 
—Ipya=—2 8, + ("3')(2-—-9)B,_195 re + 
ae 22—1 
7 (2 2) (2— 4) B, Pa—ı u BE ’ 
p—1 
oder, wenn ich noch = . setze , 
| p—2 er. 
(18.) — 39,13 —28,_1+(2—-9) \ : JB P—3 (st 
2 


Wir wollen nunmehr annehmen, daß die Kongruenzen (1.) 


pB,;=0 (mod.p) 


2 


sünnläich erfüllt seien, daß also 


p; B,s= 0, 
2 
9%B, =; 
2 
PB = 0, 
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sei. Dann liefert also (18.) die Kongruenz 
(19.) IM =28,_ı (mod.p). 


Es ist nun nach (2.) 


pr—l 


,— > 2 (— 1 y* f pp? 
j= 


=) MH 


_ (HP —1— 


- (mod. p). 


Es läßt sich nun leicht zeigen, daß ,_,=0 sein muß modulo p, daß also 
(1+t) —1-—1” durch p? teilbar sein muß. Es ist nämlich t das Verhältnis 


. RR 1 
zweier der Größen z,y,2, etwa t= Y 


LK 


Dann wird 


„arp—r—y 


pr—l — 5) 


pxP 
d.h.da 2+y+z=0 (mod.p), gleich Ap ist, 


= (Ap—ı? -—e— y? 
u ze - fu 


=0 (mod.?). 


px” 
Es muß daher auch 


(20.) ®8,_,=0 (mod.p) 
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sein. Es ıst aber 


= MH +) 


nr (mod. p). 


p 


Da die Werte {=0 und t=—-1 nicht in Betracht kommen wegen 
der Annahme, daß x2,y,z prim zu p sind, so ergibt sich also ganz all- 
gemein, daß das Bestehen der Kongruenzen (1.) die Kongruenz 


2P1=] (mod. pP?) 


bedingt. 











303 


Zur Dreiecksgeometrie. 


Von Herrn Arthur Wieferich in Münster ı. W. 


Im folgenden sollen einige Sätze mitgeteilt werden, die auf gewisse 


Punkte und Geraden führen, zwischen denen eine ähnliche Beziehung be- 


steht, wie zwischen den beim Pascalschen Sechseck auftretenden Punkten 


und Geraden, und die auch mit diesen in bestimmter Verbindung stehen. 


1. Werden die Seiten eines Drei- 
ecks von einer Geraden geschnitten, 
und die zu den Schnittpunkten und 
je zwei Ecken zugeordneten vierten 
harmonischen Punkte mit den Gegen- 
ecken verbunden, so schneiden sich 
diese drei Geraden in einem Punkte, 
dem Pole der betreffenden Geraden 


(Harmonikale) in bezug auf das 
Dreieck. 


2. Die Pole der Geraden eines 
Strahlenbüschels in bezug auf ein 
Dreieck liegen auf einem diesem 
Dreiecke umbeschriebenen Kegel- 
schnitte. 


3. Jeder Geraden als Ort der 
Mittelpunkte von Strahlenbüscheln 
entspricht ın bezug auf ein Dreieck 
ein diesem Dreiecke umbeschriebenes 
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1. Verbindet man einen Punkt 
in der Ebene eines Dreiecks mit 
seinen Ecken und konstruiert zu 
diesen Strahlen die zugeordneten 
vierten harmonischen in bezug auf 
die anliegenden Dreiecksseiten, so 
Schnittpunkte 
Strahlen mit den Gegenseiten auf 


liegen die dieser 
einer Geraden, der Harmonikalen 
des betreffenden Punktes (Pol) in 
bezug auf das Dreieck. 


2. Die Harmonikalen der Punkte 
einer Geraden in bezug auf ein 


Dreieck umhüllen einen diesem 


Dreiecke einbeschriebenen Kegel- 


schnitt. 


3. Jedem Punkte als 
samem Schnittpunkte der durch ihn 


gemein- 


hindurchgehenden Geraden entspricht 
in bezug auf ein Dreieck eine diesem 
40 
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Kegelschnittsbüschel, das außerdem 
noch durch den Pol der betreffenden 
Geraden als vierten Punkt hin- 


durchgeht. 


4. Dem Schnittpunkte zweier 
Geraden entspricht in bezug aui 
ein Dreieck ein diesem Dreiecke 
umbeschriebener Kegelschnitt, der 
außerdem durch die Pole der beiden 


(Geraden hindurchgeht. 


Hieraus folst: 

5. Konstruiert man zu je zweien 
von fünf Punkten die Harmonikalen 
in bezug auf das von den drei 
andern gebildete Dreieck, so ist der 
Ort der Pole der Strahlen des durch 
diese beiden Harmonikalen bestimm- 
ten Strahlenbüschels der den fünf 
Punkten Kegel- 
schnitt. 

6. Um ein Sechseck läßt sich 
ein Kegelschnitt beschreiben, wenn 


einbeschriebene 


die Harmonikalen irgend dreier Eck- 
punkte in bezug auf das von den 
drei andern gebildete Dreieck sich 
in einem Punkte schneiden. 


Dreiecke einbeschriebene Kegel- 
schnittschar, die außerdem noch 
die Harmonikale des betreffenden 


Punktes als vierte Gerade berührt. 


4. Der Verbindungsgeraden zweier 
Punkte entspricht in bezug auf ein 
Dreieck ein diesem Dreiecke einbe- 
schriebener Kegelschnitt, der außer- 
dem die Harmonikalen der beiden 
Punkte berührt. 


5. Konstruiert man zu je zweien 
von fünf Geraden die Pole in be- 
zug auf das von den drei andern 
gebildete Dreieck, so umhüllen die 
Harmonikalen der Punkte der durch 
diese beiden Pole bestimmten Punkt- 
reihe den den fünf Geraden ein- 
beschriebenen Kegelschnitt. 


6. In ein Sechseck läßt sich ein 
Kegelschnitt beschreiben, wenn die 
Pole irgend dreier Seiten in bezug 
auf das von den drei andern ge- 
bildete Dreieck auf einer Geraden 
liegen. 


7. Teile ich sechs auf der Peripherie eines Kegelschnittes liegende 
Punkte beliebig in zwei Gruppen zu je drei Punkten und nehme diese als 


Ecken zweier Dreiecke, I und II, so 


schneiden sich die Harmonikalen der 
Eckpunkte des Dreieckes II ın be- 
zug auf I in einem Punkte w, und 


die der Eckpunkte von I ın bezug 


liegen die Pole der Seiten des Drei- 
eckes II in bezug auf I auf einer 
Geraden g, und ebenso die der 
Seiten vonI in bezugaufllauf einer 
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auf II in einem Punkte »’ (Gegen- zweiten Geraden g’. Ich erhalte 
punkt des Punktes w»). Ich er- also 20 derartige Geraden resp, 
halte also 20 derartige Punkte, 10 derartige Geradenpaare. 


resp. 10 derartige Punktepaare. 

8. Lasse ich nunmehr stets eines der beiden Teildreiecke, d, h. die 
Reihenfolge der Ecken dieses Dreieckes, ungeändert, permutiere dagegen 
die Eckpunkte des andern, so erhalte ich zwei Gruppen von je drei ver- 
schiedenen Sechsecken, deren Pascalsche Geraden sich in dem Steinerschen 
Punktepaare S und 5’ schneiden, und für die die entsprechenden Kırkmann - 
schen Punkte auf dem Cagleyschen Geradenpaare / und /’ liegen. 


Alsdann 
liegen die Punkte $S und 5’, »® und schneiden sich die Geraden ! und 
w’ auf einer Geraden, und zwar so, ’, g und g’ in einem Punkte, und 
daß die Punkte S und 5’ durch w zwar so, daß die Geraden / und 7?’ 
und »’ harmonisch getrennt werden. durch g und g’ harmonisch getrennt 


werden. 

9. Zwischen entsprechenden Punkten w und Geraden g besteht dieselbe 
polare Beziehung (nämlich in bezug auf den Kegelschnitt, für den beide 
zugehörigen Teildreiecke Polardreiecke sind), wie sie auch zwischen den 
Pascalschen Geraden, Steinerschen Punkten, Plückerschen Geraden einerseits 
und den entsprechenden Kırkmannschen Punkten, Cayleyschen Geraden und 
Salmonschen Punkten andererseits besteht. 

Möglicherweise lassen sich auch noch »für die Punkte » und die 
Geraden g ähnliche Beziehungen finden, wie sie die Plückerschen Geraden, 
resp. Salmonschen Punkte darbieten, doch konnte ich solche bisher nicht 


entdecken. 


40* 
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Über simultane lineare Differentialgleichungen. 


Zusatz zu den Abhandlungen des Verfassers in den Bänden 131, 133 
dieses Journals. 


Von Herrn L. W. Thome ın Greifswald. 


Es wird hier für die Determinante eines Fundamentalsystems von 
Lösungen simultaner homogener linearer Differentialgleichungen ein anderer 
Ausdruck gegeben als derjenige ist, welcher aus dem Differentialquotienten 
des Logarithmus der Determinante hervorgeht. Die Bestimmung des kon- 
stanten Faktors in letzterem Ausdruck ist in dem anderen Ausdruck enthalten. 

Bei einer einzelnen homogenen linearen Differentialgleichung m-ter 
Ordnung war die Determinante von m linearunabhängigen Integralen und 
ihren m—1 ersten Ableitungen Differentialdeterminante genannt worden 
(Abh. d. Verfassers Bd. 96 Nr. 14, Bd. 115 S. 136 d. Journals). 

Wenn der in Abh. Bd. 131 behandelte Fall vorliegt, daß die Inte- 
gration des Systems simultaner homogener linearer Differentialgleichungen 
auf diejenige. einer einzigen einzelnen homogenen linearen Differential- 
gleichung zurückkommt, so war dort in Nr. 4 I der Ausdruck der Deter- 
minante eines Fundamentalsystems von Lösungen durch den Quotienten 
gegeben: Differentialdeterminante der Integrale jener einzelnen Differential- 
gleichung dividiert durch eine bekannte rational aus den Koeffizienten des 
Systems und deren Ableitungen zusammengesetzte Determinante. 

Entsprechend ergibt sich nun für den in Abhandl. Bd. 133 unter- 
suchten allgemeinen Fall, wobei zur Integration sukzessive eine oder 
mehrere einzelne homogene lineare Differentialgleichungen mit bekannten 
Koeffizienten auftreten, daß der Ausdruck der Determinante eines Funda- 
mentalsystems von Lösungen als folgendes Produkt erscheint: Jeder Faktor 
desselben ist die Differentialdeterminante der Integrale je einer der vor- 
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kommenden einzelnen homogenen linearen Differentialgleichungen dividiert 
durch eine bekannte rational aus den Koeffizienten des Systems und deren 
Ableitungen bei Bildung jener einzelnen Differentialgleichung hervorgehenden 
Determinante, 


3, 


Das System simultaner homogener linearer Differentialgleichungen 
aus Abh. Bd. 133 Nr. 1 (1.) liegt vor. 

Eın Fundamentalsystem von Lösungen desselben geht in folgender 
Weise hervor, vgl. Abh. Bd. 133 Nr. 4 I: 

Die einzelne homogene lineare Differentialgleichung Abhandl. Bd. 133 
Nr. 1(16.) 4-ter Ordnung mit bekannten Koeffizienten habe die A linear- 
unabhängigen Integrale 


(1.) Y.» (e=1,...4) 


y, wird in das System Abh. Bd. 133 Nr. 1 (18.) eingesetzt, dann sei eine 
Lösung dieses Systems t, bis 2,. 

Yır, werde gleich Null gesetzt. Ein Fundamentalsystem von 
Lösungen des Systems simultaner homogener linearer Difierentialgleichungen 
mit bekannten Koeffizienten Abh. Bd. 133 Nr. 1 (24.) sei 


(2.) Ute ro: (o=1,...m—4) 


Die zusammengehörigen Werte y;,t,;, bis 2%, (k=1,...m) werden in den 
Ausdruck Abh. Bd. 133 Nr. 1 (17.) eingesetzt, nämlich in den Ausdruck 


Be: dy a1, 
(3.) Di-ı | NY r In dx nr * h, u 
+ hatt + hun |. (r=1,...4—1) 


Hierdurch ergeben sich die A—1 Ausdrücke u, bis s, (k=1,...m). 
In (3.) ist D,_, eine nicht verschwindende Determinante, die aus den 
Koeffizienten des Systems bei Herstellung der oben genannten einzelnen 
homogenen linearen Differentialgleichung für y a. a. O. Nr. 1 (16.) hervorgeht. 
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Dann bilden 
(4.) Yı> UrzoroSpylpser: 2% (k=1,...m) 
ein Fundamentalsystem von Lösungen des Systems a. a. O. Nr.1, (1.). 


2. 


Die Determinante 4 dieses Fundamentalsystems ist 


Yı Ya ...9,0 ...d 
U Ua... U U,rı: ++ Un 


(1.) 8, Sa ...8, 9741 ... 


m oo 
3 


t, t, .chları ... 








2; Zu ... 2, 2,11 Im 


Diese Determinante zerfällt in das Produkt der beiden Determinanten 


Yı % + VO 


dyı dys dyı 
de dx dx 0.0 








(2.) WIDE. : 3 ER ano 0 
dat daft! dat! ’ 
tı L, b; Inrıee im 
| 
| 21 29 2, 2341 mn 





2 Dies, .., i8..0 
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Die Determinante (2.) ist gleich dem Produkte der Differential- 
determinante der Integrale Nr. 1 (1.) der Differentialgleichunga.a.O. Nr.1 (16.) 
— diese Determinante sei durch D(y) bezeichnet — und der Determinante 


barı che 


(4.) 








Zi rer im 


Dies ist die Determinante eines Fundamentalsystems von Lösungen 
des Systems simultaner homogener linearer Differentialgleichungen mit be- 
kannten Koeffizienten a. a. O. Nr. 1(24.). Diese Determinante sei durch 4, 
bezeichnet. 

Die Determinante (3.) ist gleich 


An ....» 11 
1 | 


n/—1 
D_, 


(5.) Pi 

| 

nr + a A 

Dieselbe ist gemäß den 4—1 ersten Gleichungen a.a. O0. N.1(8.) gleich 


= 1 = 
Di-i 


Die Determinante (1.) 4 wird also 


_ Di) 
(6.) A1= er 4. 


Bei A=1 kommt der Ausdruck Nr. 1 (3.) nicht vor; t fällt mit u 
zusammen. D(y) wird y, und 4 wird 


_ DW) 
(7.) 4= — 4. 


Bei = m kommen die Ausdrücke Nr. 1(2.) nicht vor; s fällt mit z 
zusammen. Es wird 


| _ Di). 
Mn ee 


dies ıst der Fall aus Abh. Bd. 131 Nr. 4 I. 
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Auf die Determinante 4, finden nun dieselben Betrachtungen An- 
wendung. 

Also wird 4 gleich dem Quotienten: 

Produkt der Differentialdeterminanten der Integrale der eingehenden 
einzelnen homogenen linearen Differentialgleichungen dividiert durch das 
Produkt von bekannten, bei Bildung jener einzelnen Differentialgleichungen 
rational aus den Koeifizienten des Systems und deren Ableitungen hervor- 
gehenden Determinanten. 


3. 


I. Über die Bestimmung der Differentialdeterminante der Integrale 
einer homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung mit bei 
z=a einwertigen Koeffizienten siehe Abh. Bd. 96 Nr. 14 und 21. Ent- 
halten die Koeffizienten der Differentialgleichung rational neben der unab- 
hängigen Variablen eine algebraische Funktion, welche bei =a einen 


R-blättrigen Windungspunkt hat, so wird (s-0)F=t gesetzt (vgl. Abh. 
Bd. 123 Nr. 9). Die Differentialdeterminante D, der m linearunabhängigen 
Integrale, welche von x abhängen, und diejenige D; derselben Integrale 
als Funktionen von Z sind durch die Beziehung verbunden 


(1.) D;— BT D.. 


d£ 


In den simultanen linearen Differentialgleichungen, deren Koeffizienten 
rational neben der unabhängigen Variablen eine algebraische Funktion ent- 
1 


halten, sei bei 2=a (c—a)*={ gesetzt. Das ursprüngliche System simul- 
taner von x abhängiger Differentialgleichungen 


l 1 lz 
(2.) n=h+X hr a Be 


geht dadurch in das System von & abhängender Differentialgleichungen 


dy de du_ 
(3.) dt (htdı)ar a rA:) 


da dz dr 
de = (mt X) IE 


d£’ ... ( 
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über und umgekehrt (bei homogenen Differentialgleichungen sind die X 
gleich Null) (vgl. Abh. Bd. 131 Nr. 5 (10.)). 

Il. Bei dem System simultaner homogener linearer Differential- 
gleichungen, deren Koeffizienten rational neben der unabhängigen Variablen 
eine algebraische Funktion enthalten, wird nun zunächst die Zerlegung 
nach Abh. Bd. 133 Nr. 1 durch rationale Operationen vorgenommen. 

Dieses System a. a. O. (1.) sei durch A bezeichnet. Dasselbe zer- 
fällt in die dort angegebene einzelne homogene lineare Differentialgleichung 
(16.) — dieselbe sei mit b bezeichnet —, die Ausdrücke a. a. O. (17.) (Be- 
zeichnung c) und in das System simultaner nicht homogener linearer 
Differentialgleichungen a. a. O. (18.) (Bezeichnung d), zu welchen das System 
simultaner homogener linearer Differentialgleichungen a. a. O. (24.) (Be- 
zeichnung e) gehört. 


Weiter möge dieses System e in folgende den vorhergehenden ent- 
sprechende Elemente zerfallen, deren Bezeichnung entsprechend ist, nämlich 
in eine einzelne homogene lineare Differentialgleichung 5b’, Ausdrücke c' 
und ein System simultaner nicht homogener linearer Differentialgleichungen 
d’, zu welchen das System simultaner, homogener linearer Differential- 
gleichungen e’ gehört. 

Letzteres System e’ möge ın die einzelne homogene lineare Differen- 
tialgleichung b’”’ und Ausdrücke c’” zerfallen (der in Abh. Bd. 131 be- 
handelte Fall). — 

1 


In 5’, welches von x abhängt (Bezeichnung b)) wird («-a)?2=L 
eingeführt (Bezeichnung b;). Die entsprechende Bezeichnung wird auch bei 
c”, e’ etc. angewandt. Die von & abhängenden Integrale von b! seien 
aufgestellt. In c/ wird dann alles durch & ausgedrückt, wodurch c’ her- 


vorgeht, und es werden die Ausdrücke der Integrale von b} eingetragen. 
1 


Wird x in die Integrale von b} eingeführt durch (c—a)?*={, so werden 
dieselben die Integrale von b,; ebenso entsteht c,) aus c/. Die Integrale 
von b, und die Ausdrücke c/’ liefern ein Fundamentalsystem von Lösungen 
von e; (Abh. Bd. 131 Nr. 2 (10.).. Aus e, geht durch Einführung von 
& nach (2.) (3.) (die X gleich Null) das System e; hervor. Dieses hat 
alsdann die vorhin genannten Integrale von b- und die Ausdrücke c; zum 
Fundamentalsystem von Lösungen. 


Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 41 
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Die Differentialdeterminante der Integrale von b; sei ausgedrückt. 
Nach (1.) ergibt sich hieraus der Ausdruck der Differentialdeterminante 
der Integrale von b,. Die Determinante des Fundamentalsystems der 
Lösungen von e, wird durch den Ausdruck Nr. 2 (8.) gegeben. Aus dem- 
selben geht durch z—a={* (Anwendung von (1.)) die Determinante 
des Fundamentalsystems von Lösungen von e; hervor. — 

In b, wird & eingeführt: b;. Die Integrale von b; seien aufgestellt. 
Dieselben werden durch Einführung von x Integrale von b,. d, ist ein 
System simultaner nichthomogener linearer Differentialgleichungen, in 
welchen die den X in (2.) entsprechenden Größen durch Ausdrücke Abh. 
Bd. 133 Nr. 1 (20.) als Funktionen eines Integrales von b} gegeben sind. 
In d, wird & eingeführt (2.), (3.) und in die jetzt auftretenden Ausdrücke 
A; 
sind die Lösungen von e; und die Determinante derselben. Hieraus erfolgt 
nach den Formeln Abh. Bd. 131 Nr. 5 (9.), (10.) eine Lösung von d.. 
Durch Einführung von x wird dieselbe eine Lösung vond,. In den Aus- 
drücken c, wird nün alles durch { ausgedrückt, wodurch c; hervorgeht, 
und es werden in c; die ermittelten Größen aus b; und d; eingetragen. 
Alsdann wird wieder x eingeführt, wodurch c, hervorgeht. Ein Integral 
aus b,, die Lösung von d, und die Ausdrücke c/ bilden nun eine Lösung 
von e, (Abh. Bd. 133 Nr. 1 (21.), (22.). Im ganzen erhält man ein 
Fundamentalsystem von Lösungen von e, (vgl. Abh. Bd. 133 Nr. 4 I). 
Das vorhin genannte Integral aus b;, die Lösung von d; und die Aus- 
drücke c; bilden dann eine Lösung von e; ((2.), (3.), die X=0), und man 
erhält dadurch ein Fundamentalsystem von Lösungen von e,. 

Die Determinante des Fundamentalsystems von Lösungen von e, wird 
nun durch den in Nr. 2 beschriebenen Ausdruck gegeben. In denselben 
geht die Differentialdeterminante der Integrale von b, und 5b} ein. Die 
Differentialdeterminante der Integrale von b; (bez. b/’) wird ausgedrückt, 
aus derselben erfolet nach (1.) diejenige der Integrale von b,. Aus der 
Determinante der Lösungen von e, ergibt sich durch Einführung von { 
(Anwendung von (1.)) die Determinante des Fundamentalsystems von 
Lösungen von e;. — 

In b, wird & eingeführt: b. Die Integrale von b, seien aufgestellt. 
Das weitere Verfahren in bezug auf d,, d;; c,, c; ist wie oben. Man 


ein Integral von b; eingetragen. Aus dem vorhergehenden bekannt 
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erhält ein Fundamentalsystem von Lösungen von A, und A;, die Deter- 
minante dieser Lösungen von A, wird durch den Ausdruck aus Nr. 2 
gegeben, aus diesem Ausdruck entsteht durch Einführung von 5 unter 
Anwendung von (1.) die Determinante der Lösungen von A;. Die Lösungen 
von A; kommen bei nicht homogenen Differentialgleichungen (2.), (3.) in 
Betracht. 

Bei Herstellung der Integrale ist das in Abh. Bd. 133 Nr. 4 II 
Gesagte zu berücksichtigen. 


4. 


In Abh. Bd. 131 Nr. 2 II, III war die Umkehrung der ursprüng- 
lichen Aufgabe behandelt, nämlich die Aufgabe, ein System simultaner 
homogener Differentialgleichungen herzuleiten, dessen Integration auf die- 
jenige einer gegebenen einzelnen homogenen linearen Differentialgleichung führt. 

Bei dem allgemeinen Falle in Abh. Bd. 133 ist das Verfahren für 
Lösung der entsprechenden Aufgabe dasselbe. Es wird das in Nr. 1 der 
genannten Abhandlung Gesagte zugrunde gelegt. Als gegebene Elemente 
treten folgende auf. Erstens die dortige einzelne homogene lineare Differen- 
tialgleichung (16.), dieselbe sei gemäß Abh. Bd. 131 Nr.2 III auf die 
Form Abh. Bd. 133 Nr. 1 (15.) gebracht, die Bedingungen, die a.a. 0. 
(13.), (14.) angegeben sind, sollen gewahrt bleiben. Zweitens die —1 Aus- 
drücke a. a. O. (17.) oder, was auf dasselbe hinauskommt, es sollen die 
4—1 ersten Gleichungen a.a. 0. (8.) erfüllt sein, dann ist auch die A-te 
Gleichung (8.) erfüllt. Drittens es sollen in den simultanen Differential- 
gleichungen a. a. ©. (18.) die Ausdrücke g, (r=1,...m—ı) gegeben sein. 


Hieraus entstehen in dem Systeme a. a. O. (1.) außer 3 =/, die 
Differentialgleichungen 


dt dz 


(1.) Fri LERUEEE 1 Im» 


in welchen die Koeffizienten von u bis s beliebig sind. Die übrigen Dif- 
ferentialgleichungen a. a. O. (1.) ergeben sich in folgender Weise. Es ent- 
steht durch Differentiation der ersten Gleichung Abh. Bd. 133 Nr. 1 (8.) 
gemäß der zweiten Gleichung (8.), ferner durch Differentiation der zweiten 
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Gleichung (8.) gemäß der dritten Gleichung (8.) usw. das Gleichungssystem: 


HA Et + A Rh... 2), 
ix Het + 
tk + + Asa = = F,(y, 2), 
rat + tr 
+ (AZ Her + 7 RER Tr 4 (y...2). 





Hieraus folgen mit Bezugnahme auf (1.) und a.a. 0. (13.) die Dif- 


ferentialgleichungen 


d Is 
(3.) bh, ah 
Und umgekehrt: Die Differentialgleichung 3 —=f,, die Differential- 


gleichungen (1.) und die Differentialgleichungen (3.), demnach auch die 
Gleichungen (2.) seien erfüllt. Aus (2.) folgen gemäß den Gleichungen 
Abh. Bd. 133 Nr. 1(3.) bis (6.) die A ersten der dortigen Gleichungen (8.), 
damit ist die gegebene Gleichung a. a.0.(15.) erfüllt. Dann ergeben 
sich aus den A—1 ersten Gleichungen (8.) die gegebenen A—1 Ausdrücke 
a.a.0.(17.). Und nun folgen aus (1.) die simultanen Differential- 
gleichungen a.a. 0. (18.) mit den gegebenen Ausdrücken g,(r=1,...m—A). 
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NEUE RECHENTAFELN 


FÜR MULTIPLIKATION UND DIVISION MIT 
ALLEN EIN- BIS VIERSTELLIGEN ZAHLEN 
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DD“ Produkte aller Zahlen von 1— 10000 mit allen Zahlen von T— 10000 
in einer Multiplikationstafel so gegenwärtig zu haben, daß jedes dieser 
Hundert Millionen Produkte beim Aufschlagen der betreffenden Seite in 
einer fertigen und mit einem einzigen Blicke ablesbaren Lösung heraus- 
spränge, das wird ein am Raum scheiternder Wunsch zahiloser Rechner 
immer bleiben. Aber wenn man eine Annäherung an die Verwirklichung 
dieses Problems und eine ganz eminente Vereinfachung der Rechnung 
darin erblickt, daß man jedes Produkt zweier vierstelligen Zahlen oder einer 
drei- mit einer vierstelligen Zahl durch einmaliges Aufschlagen und ein- 
maliges Addieren zweier in der gleichen Vertikalreihe derselben Seite be- 
findlichen Ziffern erhält, dann bedeutet diese neue Tafel, die sich hinsicht- 
lich der Durchsichtigkeit und Klarheit der Anlage die Crelle’sche zum Vor- 
bild genommen hat, einen ganz bedeutenden Fortschritt. 























— 











Für Finanz- und Bau-Behörden, Kataster- und Steuerämter, Berufs- 
genossenschaften, Astronom. Institute, Banken, Sparkassen, große 
industr. Etablissements, Versicherungs-Gesellschaften, Eisenbahn- 
Direktionen, Hüttenwerke, Maschinenfabriken, Brückenbau- und 
Konstruktionsanstalten, Schiffswerften etc. 


unentbehrliches Hilfsmittel. 





Umfang 500 Seiten. 


) Preis solid in Ganzleinen geb. M. 15.— " 
TI ..u 


rn VERLAG VON GEORG REIMER BERLIN W. 33 FR 


